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Aufforderuuff 

i» Bermugeben Jü j^reMot ier MafkeumiUc und MugA. 



Für Deutscliland, welches alle, von denen die deutsche 
Sprache geredet >vird , jetzt mehr als jemals bald in Wahr- 
heit ein gemeinschaftliclies Vaterland nennen zu dürfen die 
bfining und das wohl erworbene, In mehreren Ländenl 
teer genug erkaufte Recht haben, ist ehor gemein s ch aft- 
liehes Maass-, Münz- und Gewichts-System eines 
der wichtigsten Bedürfnisse, wichtiger als ^laudier wohl 
glauben mag. Dies hier weiter aus einander zu setzen, ist 
mmöthig und auch jetzt gar nicht meine Absicht ; von Neuem ; 
anfuhren ^vill ich jedoch, was der grosse L a place so schön 
Dod in kurzen Worten so bezeichnend über den IKir jedes 
Laad so bockwichtigen jGregenstand allgemein- eingeführter 
Süsse Münzen nnd Gewidite sckon vor langer Zdt ge* 
sagt half: ' 

„On ne peut voir le nombre prodigieux de mesures en 
usage , non seulement chez les «liflerens peuples , mais dans 
Ia m^oie nation; leurs di\isions bizarres et incommodeb 
pov les eakuls ; la düBcalte de les connaltre et de les 
compacer; enfin Tembanras et les firaudes qoi en resultent 
Ins j^e commerce» sans v«|SB!rder eomme Fun des pfais grands 
aenices, que les gomFeraements pnissent rendre h, la societd, 
Fadoption d%m systtoe de mesures dont les divisions md- 
fomes se pretent le plus facilement au caicul, et qui deri- ' 
?ent de la maniere la moiiis arbitraire d'une mesure fon- 
damentale indiquee par la iiature elle-meme. lln peupie^ 
qui 86 donnerait uu semblahie Systeme ^ reunirait ä Tavan- 
ti^ d'm fecadAlir les previers fruits celui de voir son 
exea|le mmi par kes antires peäples dont il deviendrait 
M b Menfaitepr; car rempire lent niais irresisüble de 
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la raison Teinporte, ä la lon^e, sur les jalousies nationa- 
les, et surmonte tous les obstacles qui s'opposent aa bien 
gen^ralemeiit seiiti." 

Dass dieser Gegenstand in Deutschland bald dfirig In 
Angriff genommen werden wird oder vielleicbt schon genom- 
men worden ist, kann nicht bezweifelt werden; wer aber 
die grossen Sclnvierfgkeiten desselben kennt und mit kla- 
rem Bück zu übersehen geliörig befäliigt untl im Stande ist, 
muss wünschen , dass man sieh dabei weniger als bei irgend 
einem anderen von dem gemeinsamen Interesse DeutscMands 
gleich lebhaft in Anspruch genommenen Gegenstande über- 
eile., damit man nicht Gefahr laufe, am Ende doch eine 
Einrichtung getroffen zii haben, welche sich, wenn erst 
der scharfe Prüfstein des tagliehen Verkehrs und des Han- 
dels und Wandels überhaupt an dieselbe gelegt wird, als 
unzweckmiissig und unpraktisch erweist. Insbesondere ist 
aber aucli sehr zu wünsclien. über diesen Gegenstand 
möglichst zeitig die verschiedenartigsten Stimmen aus den 
verschiedensten Ländern zu vernehmen, damit derselbe meht 
allein und ohne alle Vorberathung ' von anderen Seiten Her 
der Entscheidung der in Zeiten wie die jetzigen so belieb- 
ten Gommitt^es, Commissionen oder Deputationen /tiiheim 
gestellt bleibe. Deshalb hat der nnterzeiclmete Herausge- 
ber des Archivs der Mathematik und Fhysik«% 
welcher der fifir das gemeinsame deutsche Vaterland so 
wichtigen Uebereinstimnmng der Maasse, Münzen und Ge- 
wichte schon seit langer Zeit besondere Atifmerksandcett 
gewidmet hat, und an den Bestrebungen der Gegenwart, 
ohne för den Umstiurf alles ''Bestehenden olme Untersädied 
zu sein, den lebhafteii^n'Antheil nunjnt, sieh entschlosaeii, 
mit dem Anfange des bald ersdieihenden Isten Hefts des 
12ten Theils seiner weit verbreiteten Zeifselirift in derselben 
der Einfiihrung eines walirhaft zweckmässigen, fiir Handel 
und Wandel wirkliehen Nutzen und wesentliche ErleichtCA 
rang versprechenden gemeinschaftlichen Maass-, MünzT- 
und Gevrichts- Systems in Deutschland eine . besondere 'Rit* 
bnk unter der Ueberschrift: „Deutsche Maasse,' MÜn" 
sien und GeWichte^^ zu iiridmen, und' hoflt in UetrereSlii- 
slfm u iun g mit der Verlagshandhing die Einrichtung so zu 
.treffen, dass die diese Rubrik enthaltenden Bogen auch 
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ab^eMldert von der eigendiehen Zeitschrift zu einem :9m 
Igä^imgm Preise^ «verkiiiflidi siai» liinhtlii« nuth mut -b^cnft- 
dm IbitiMfeiiM» Mteni^alileii vetMbcai werden mMm wmA 
kWdghiA'Mi eineiii beeonieren Werkdkcm, dem daim Meb 

em entspvedieiider eigener Tkel beigegeben werden wird, 

mit einander rereinigt werden können. In diese Rubrik 
uTrd der Herausgeber Alles, was über die Einfiiliruug eines 
gerne ins chaftli eben Maass-, Münz- und Gewichts - Systems 
kl Deutechland irgend zu seiner Kenntniss gelangt, aufneh- 
men I »weil aber hiebe! nur gemeinsohafiMclie Kräfte Mut ge- 
bftrjgrr -Knebhaltigkeit >virken können . so läast derselbe 
ifaikl UoM an die Madieaurtiker iind die Leser s^er Zeit:- 
MMft, nendem an alle nnd jede', w^dkn ftr den besproehe»- 
nen hddist wichtigen Gegenstand sieh in irgend -einer Be* 
Ziehung ii)t( ressiren, fenier auch an die politischen Klubs 
aller Arten und Farben^ in allen JLänderfi hier^nit die Auf- 
IfiSTi^erung ergchen : 

..ilii)[i9.. die Einführung eines gemeinschaft- 
. ijif^en Maass-, Münz- u. Gewicht«-Syste||iJi 
. in allen. Ländern deutscher l^ui^ge betref* 
• fände. ai^affthrUeliere Anfsätae^ .<tder auch 
bl(9iaa;.(}abin sielende einzelne .Vorse|iläge 
.baldigst nnd in .reiehlidistem Maasse zum 
, Abdruck 19. der gen^nntten ßubr.ik einzu- 
senden. V * .., 

För den schleunigsten Abdruck aller irgend zur Anf^ 
ankM geeignet sdiebimden Mittheilnngen wird gewissen- 
häk Sorge getragen werden. Die Bedingungen der Auf- 
nahn» sind Ae' ftr das Aifehiv Überbaupt geltenden nnd 
k Hun a n ' ahf * allgemein bekannt angesehen werden ; fibrigens 
ertheilt die dem ersten Theile beigegebene ausführliche An- 
kündi^ng darüber weiteren Aufschluss, und wird nur be- 
merkt, dass fiir keine der mehrere Hunderte übersteigen- 
den trefflichen Abhandlungen , die in den bereits erschienenen 
dtf nieilen des Archivs enIlMken sind, irgend ein Honorar 
biMilt worden ist, und naeh den stete festenhaltenden 
Ojiuiacn des fasdtate aacb nicht beaaUt werden darf nnd 

Der Herausgeber hofft auf dem Torher näher beaeich- 

ueten Wege in dem späterhin aus den einzelnen Bogen des 
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Archivs zu bildenden besoud^nen Werkclien eine mit der 
Zeit selbst fortgeschrittene, und mit der succes- 
siven Ausbilduii«; eines gemeinschaftlichen Maass-, 
Münz- un4i Gewichtssystems in Deutschland stetn 
gleichmässig S^chritt haltende «nd mit derselben 
angleieh eatstaadene Sammluiig wahrer Aeten- 
•tteke SU bildea, welche eli^eii deshalb* für alle 
Z^Uen einen wahren historlaehen Werth- haben 
und nothwendig eine weit grossere Auctorität 
und Authenticität besitzen wird, als die nach der 
ersten französischen Revolution in gleichem Falle 
bekanntlich in sehr grosser Mannigfaltigkeit in 
Frankreioh'eraekienenen behriffceagröestentheils 
beaitaen«. 

Dass Aufsätze der bezeichneten Art, deren Zusendung 
wie gewöhnlich aüf dem Wege des Buchhandels über Leip- 
zig mit der Aufschrift: „Für das Archiv der Mathe- 
matik und Physik (Koch's Separat-Konto)'^ erbe- 
ten wird, reichlich eingehen mdgen, wflnsehe idi sehr, und 
bitte zugleich die Heraosgeber anderer Joumiüe bder auch 
blosser LocalblfttUir, welchen die yorliegende Aufforderung^ 
zufällig zu' €lesicht komihen sollte, zur möglichst weiten 
Verbreitung derselben diuxh deren Aufnahme in ihre Zeit- 
schriften im Interesse des gemeinschaftHchen deutschen 
Vaterlandes das Ihrige kräftigst beizutragen. 

Greifswald Im Mai 1848. 

'• ♦ . 

Der ' Herausgeber 

des Ardm der Mattetoatik ud Hiysik« 

«Ii» J^» ChruMrt» 
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Hieoremwta quaedam de Jieniiiiscata 

Bernoiiillaim> 

« 

Asctor€ 
D. Bierens de Haan, 

Math. Mag. et PbiL Nat DocL 



1. Liemniscatae Bernouiilanac aeqaatio. si corvae centrum et 
axm pro origine cooniinatarum rcrtangnUriym et 9jä abgcwaaram 
somamas« ^ 

f««+^=i^(««-^ 

ubi a est curvae semi-axis. 

Si curvae centrum et axin pro polo et axr coordiuatarum po- 
laiini ramamus, ejus aequatio est 

f»=:a*CoB%p .* • (b) 

Liioeae e centro ductae, cum alterutra axis parte aognlam 
45^ indodenlM, tmtnm in edbtm taacpnit, quod ex aeqoatioiie (b) 
(eb r*s=0) patety. ande Taogentes Centrales nuncnpantar. 

.2. Tkeoremm L Lemniseeiae senii-axis media proportio- 
natu est ladiun Teoloreni inter et nermalem polarem 
eqjasrie conrae poncti; qnaade eysleinale (b) ntunsr. 

Ex aeqeaÜeMf (b) cnim eeqoitiir: 

r* 

ttode Dormalis polaris invenitiir 

Thmü XL 1 
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3. Corollarium. Hinc sequitur raethodus normalem duceiu'ii. 

In radii vectoris productione inde a centro partem sumas semi- 
axi aequalem , ex cujus fine ad axem rectam ducas rectae paral- 
lelani, c vertice ad punctum datum ductae ; cum recta, ita iu axi 
inde a centro praecisa, e puncto dato circuli arcum ducas, qui 
pcrpendicnlum e centro in radiuni vectorem erectura in duobus 
punctis secabit, quoruni ununi cum puncto dato conjungendum est, 
ut norniaieni habeas. Quae selectio in tigura nullius erit difficul- 
tatis. (-'aeteroquin patet, alteram intersectioneni valere pro altera 
radii vectoris producti extrem itate. ^ 

4. Theorema II. Circulus osoulatoriug cujusvis Lemnisca- 

(ae puncti (ri ,9i) in eodem puncto curvam intersecat, 
nec non in puncto , cujus radius vector est ^ 

Cujus circuli aequatio polaris in systemate (b) est 

r« — 2(^Cos9) + i;Sinqp;r-f |2 + 7^2=:^a, . . (4) 

ubi I et ?y sunt coordinatae centri osculationis et q radius curva- 
turae- Horum valores invcniuntur esse 

t_2a2Cos3gji _-2ft*Sin3(pi _ a« . 
^ ' 3r; ' ^-3i^' 

qulbus in aequationem (4) substitutis, lit 

r2_^^(Cos3gJi.Cos9> — SinVi.Sin<p)r+^'=:0. (5) 

Pro puncto intcrsectionis, si adsit, sint coordinatae polares 
(p2 ; simul esse debet 



fjj^ — ^(Cos^ijPx . CosqP2 — Sin'qpi .Sio<p2)'*2 +^ = 0 » 

r2*=a^Cos2<3Pa; 



unde, eliroinando r^, 

(3a« Cos 2q)2 + o« Cos a* Cos 2<pi 
= 16«** (Cos^ijPx ^1 — ^in Vi • '^*'" 92)^0* Cos 2(^2, 

vel 

2Sin329)i . Si n 2(^2. Cos 2^)^ 
Cos229a.Cos29?i (1 + 'lS\\\'^2q){) + 2 Cos 2^2 — CosS29i ; 

unde quadrando et reducendo 
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Mit 

0=4/>(/i»— 3y>2 f 3/> - 1) - Cos«2g)i<3p*— 8pHö>>2- 1) 
=0» ~ 1) 3i4p - iZp + 1) Cos229^ }. 

Tms lactom 0— >1=Q, yel ^v^ttl, loflieatiif coMsetalii setMo'dl 
onlfliis, sive osadmoDem wa'cuni.iiitomectioiie «Mnere in fmncto 
Quartam vcro intersectione»^ si €(lgt»t» imttoMlin # petere 
aebenos e qoarto factore, un^e 

et 

» 

CerellarimM* Inde seqmttir pro vertice, ubi ri=^a, etiam 
rt=sa esM. mide hoc pnn^t^ coatactoa tertiii>idiiu« <»b|iiiet. 

5. Theorema III. LemnUcatae tangeutes, Tansentibus 
CentralibiM paraHelae, ctmi bfsce quadratum ef&iunt. 

si enini Tani^cntes Centrales pro axibus coordinatanim rectan- 
gulaiium {x' » y') assuniamus, facile f.eniniscatae aaqiiationem (ob 
Jiyi=:^' et^V2=a;'— y) imeuiiiiu«» esse 

(«^+yV=2a««Yi . . , . . (ü) 

Bode 

dx'^ 3if'«— y 

pro y iMzimo, yi'*Ä3a?i'«, et ex (c) xi'=:^aVi, 
pco aHDdDM» «i'»5=%k'*. et ex (c) *i'=4aVV» 

1 ♦ 
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Quia vero elucel» pro v' et x' imsimis respeotive aj* et ifi 
cum directionl tangcnfte altert TaagentlOeotnli pvfdieiae wImM&n, 

sequitur illas cum bisce quadratum elBcere, cujus latera 4a VV 
aequalia aimt 

6. "Caetemm «s yaloribua a?i' et jfi' habemw |WO vaM 
radii vectori« eorreepoodeBtia» e centro dbergentis« 

ri = V(*i'* +»i'^=ViiaW+ ia» Vi l=aVi. 
Hioc deducitor 

Cos2yi Vi , = 30O, 9i = 15<>. 

Unde ex nota proprietate sequitur 

Coro llarium 1. Radius vector, qiii contactum curvam intcr 
et hucce quadratum centro juiigit« Lemniscatae Quadrantis 
aream bisecat 

7. Quia hoc radio yectore io quadiato triangolna redangah» 
determinatar, cujoa area est 

ubi Q est Lemniscatae Quadrantis area, nobis est 

Cor ollavium 2. Figura mixtaline.i , quae in quadrato memo- 
rato a Lemoiscatae arcu determitiatur, inde a 9=45^ usque 
ad 9=15^, Quadrantis quartae parti aequaÜs est« 

Est eoim ügurae bujus mixtaeliueae area 

8. Theorem n IV. Area pro quovis Lemniscatae puncto 

radium vectorem e centro divergentem inter et axin con- 
tenta, areae ttfangoli aequalia est, qui latera [haltet 
eondem radium veetoreniy normalem polarem in syste- 
mate (b)» et lineam, e cnrrae centro ad mediam illam 
normalem ductam. 

Area aic definita ezprimitur integrali 

_ V(«^-n^) 



4 



(7) 



Trianguli memorati area dimidio areae aequalls est triangali, 
cujus latera sint idem radius vector, subnormalis et normalis pola- 
is in systeroate (b) ; ex formula (2) vero sequitur valor subnormalis 
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9. Ut iTMun expiimamiis, jntar cujusvis Lemniscatae puocä 
«dittiui» tmwmt mam el azin ctmtoBtani, io fonunUai notaai 

y «K mmiuAia» (*) Mmtbrn, DMqte 

k 

^^ifSc.^-^^-^-^l^^^^-^^^) ; ... (9) 
qiod iotegrale ut ratiooale reddamus , pooaiuus 

iiode, quia e generaiiter xin 0 dod est aequale, sequitur 



iiIigiilB ipMmi 



(1+^3^'" =0+.?^» ... Ol» 



pro «Äfl^, «=s2«i«, «=&staBg^S ) 

^ > . . . (U) 

pro «SS«, «SS 2a*, fi=0. 7 

10. Hille 

it€ma V, Pfeo qiiciMqne LemoUicatae puncto (jc, ^ 
constnias A qmitam proportionalem ad r, :r et ]B 
et C tertias proportionales ad r et a, et ad r et re- 
spective; D quartam proportionalem ad r, ß ex A; 
rectaogulus, C ioter et D coostructus, areae jaequalis 
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ertt, qaae ab oidimüMf'fltaieCi dHtl* Wiy > e »ä rtfäcmm 

cum et »ja cootinetur. 

Area menuKrala' enliii txptmUtar' istegr^ <Cd) älntra fimltes 
sa et ofjsopi, Tel «o=0 et w==^; etft ergo 



^ •••••• «.» 



(12) 



Rectangoil ttlios wo are» est 

r r r r* 
Q; £. D. * 

r- 

11. Theore nia VI. Pro «luobus Lenmiscatae punctis , (juo- 

rum coorduiatae polares sint ri , 9^ et construas 
radio« Tectores r,, r^, r^y , qui emb -a» respective 
ioclndant angulos 45<'— 971, 450— «p^, 45o~29»|, 460 — 
2g>2? •'^ flifferentia ^uadratoruni, in dinüdia Ts et con- 
structoruni , si diraidium abstrahas differeiitlae quadrato- 
rum, in dinüdia et construcjtpruiu , area, quae re- | 
atat» aequaiis erit areae, quae coAttnetur axem et cur- 1 
▼am ifiter ac oidiaataa diroruiii iranctonim datonmi. 

Haecceiorea acimulit^ ^^i ii4e£r^li (iO) iuUu iuoitcsi. k^» , . 
, ^ losslimgf^ et wsstaqg^'i ' . . 

= >2 { Cos 2 (45«— — Cos 2 (450— } 

12. Theorem a Vit. Si in radiuni vectorem, e foco diver- 

gentem, triangulum describas, exceotricit^^^iu et «emi- 
azin latera hSbeateni » trianffäli area aequaiis erit ses- 
. 'Mnta LieaiDlMala»y fem f amn Tedoran iaftnr <ft ienu» 
a]da iMslMlek. ' 

' ' K. B^''' Bariim arearum differentialia aefi^lia esse, jana 
• a riro doct. J. A. Serret in Diane Journal 
' LiouTÜie» Tomo XI» pag. d9* enunciatum eat. 
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Si focum et axin I^nmiscatae pro polo et axi coordinatarum 
fiitäm (r,!p) asäumaxaus, facile Leniniscatae acquatio prodit, 

f«-4«r»Co«94-4«>ra=:0«; ^ * . . (d) 



itak 



ope eruuniis aream memorataui esse 



V(»»-«»)»-V(-^+6^-l) 
hk Htm triangull coonneiiioirati: 

^Vv 2 2 \; ä ^ 2 ^; 

• V • • * Q. E. D. ' • 

U. Theorema VI IL Oir<}ulom deiscrlbas in Leniniscatae 
totum axin, nec non duos circulos e focis cum radio 
excentricitati aequali; porro iineam ducas cum peipen- 
diculo, e centro ir axin erecto, eundeni anguluni efü- 
lautem, ae ladins Tector» «eementiiBi qoö^ms LenmI- 
8C»la>; ■hMipilaiyi» cum «xb Tadaiiits haecce liuea a 
•figiira ciin'alinea, (quae in primo circulo restat post 
arearum ei cum duolius posterioriljui? circulis comniiiniuni 
abätractionem) [nde a perpendiculo meniorato partem 
abscindit, qnae^iHi Lemniscatad segmento aequaPis est. 

Sit (Tab. 1. Fig. 1.) Z^OQ=^^OP=:g>i. Si iineae OQ 
cm circulo OF iatersectionem M cum foco juagas, erit 



n 
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figura mixtalinea OJQ^JCO=] Sin 29)^^ iti^m valor ac (7). 

Q. E. D. 

14 riltforeiiia /X AeqnaliooU 

■ v«(?te).+ffi,).»=^^j^|j^ 0^ 

integralinm amborain yaldm 

> et 

ad Lemoiacatae arena complementaraa paKttnent 

Primo ez aequatiooibiu (17) sequitux « 

(«•+*^»= W=«*Coa*^= i^.ii^(>»a^t(i~Sl^^ 
Pom ax aa4|aatioiiibaa (liS) aaqnitar 

ita ut revera et aequ.itioni differentiali (16) satisfaciant et Lemni- 
catae coordioatas exprimant valores (i7) ut et (18). Deotque as 
aequationibus üsdem emimus: 
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quae omnino eul fdatlo Mtr«:i 

tectores. 

• • «. • 

15. TAeorema JL LemniseatM arept directi (id est, qui 
a Centn» initium ducit) duoiufDi arcuftm directomm (qui- 
bus respondeant radü vectores et r^) summae vel oil^ 
fereotiae aequaiU« radlus Yector,r valorem habet 

o*+r,»ra* ^ ' 

\E«s fiNSMÜa (2(1^ eiiia .eefBitur» poet ndb^tiommi» 

« " {ar,.V(«4_r24)j-ar2.V(a*-V)l * . » 

eigo • ^ 

et Mtegraado 

Are.dir.(r)=Arc.dir.(ri) J:Arc.dir.<ri), v • (22) 
Q. £. D. 

'16. Hyperfoolae Aequilaterae, Jiiee azin majorem, centrum 
et ▼ertieeci cvm Lemniecata BenoalUana' conimmies babet, (cujus- 
jpie Grenzpunkteoearve ergo eet Lemniecate) aequafio pomrie 
m gfetemate (b) eat 

i5PCo82y=a*; (e) 

Ä«r*=a4 et Är=a» (23) 

'^asJUTangay; . (24) 



Subtangens Hyp. = ßCot'igp, 
Tangens Hyp. =/?rosec 29, J ; . . (25) 
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Subtangens Lemn. zizr Coi2(p, 
• * Tappens Lemo. =rCosec29>,| . (26) 
Mwoniatifi . Lems. r r TMg2fu 



Habemus igitur, quod ad Lemniscatani Bernouillanam et Hyper- 
boAaoi AequUatwam correspondentes, ifi boc systeiuate (b) sive (e) 

Theorema XL Cwfttsvici LemnUcatae pnncti noniialis Hy 
perbolae pancti correapottdentia (ia «st eodem* aDguo 
polari gaudeotUi) radici Tectore aeqiialia eat 

tez form. (2) eolm aeqinihir valor nomialSä hnjuace 

T T 

» • .. . • 

Theorema XII. AUeilus curvae Subnormaleni inter et al- 
terius Subtangontem rectangulus quadrato in semi-axia 
constructo aequatta eat. 

Ex form. (25) et (26) sequitur: 

Snbo. Hyp. xSubt. Leain. == Salm. Lemn. ^Subt fiyp. 
CS J2Taiig29>.rCot29= jR^a*. 

Theorema XIII. AJteriua curvae Tangentem inter et alte* 
lius SubDormalem rectangulus quadrato in Hyperbolaie 
radium.vadQcen cooatnicu» aequalia aal« 

Nam eat ex fonn. (25) et @Q 

Tang. Hyp. x:Suba. Lemn. =:Tang. Lemu. xSubn.Hyp. 
ÄÄ Co8ec29?XrTaDg29=/2rSec29=a»Sec29=Ä«. \ 

17. Theorema XIV. Circuli, qui per Lemniscatae duos 
focos atque punctum qu^dvis (o:^, v^) transit, radius 
tertia iproporttonaliä eat ad puocti iUnia ordliiataiii ^ 
aemi-azia dimidium. ^ 

Circuli. commcmorati centri, quod in perpendiculo, e curvae 
ceittro in axin erecto, jacere debet, abscissa sit tunc aequatio 
circuli in systemate (a) t 

««+<y-p)«=iA (27) 

pro aiteri focorum et punctum curvae fit ' 

qua^^Hii differentia dat ' 



1 1 
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quo falore in aequattomun (SS) iilfiiiiam>dtotltato» «numns i » 



_ 2 tf yi* +aH»t* -.Vi")— «'(»i'+yi^+l«*' --'Ü* 



18. CoTollarium. Uiue deducitur Lemoiscatae constnictio- 

satis apta, puto: ' 

Circulos describas, quoruni centra in perpeodiciilo , e cnr- 
vae centro in axin erecto, »ita »int, per locoa traiisientesf 
.f^diuiBi f^d focum 'doc^s . . in oae» ex oinrae centro perpen- 
'dknhiiii a'emittae^ ouod id iUo radio Inde a focö parteiii de« 
. ienmiiat 2^i, aequalem: cujus idtur dimidio in peri)emliculo 
priori al3 uträque nodi parte collocato, ex cxtrenutatibus axi 
paralieias ducas, (luarura cum circulo intersectiones Lern- 
DU€|U£^.puuctd dauuut. * ,\ 

' IS, theqrßtna XV, Iniriilinjniiii (5)nveloppe) tlrolUmmf 
mil'j^ iäyperbolae Aequlläterae medlo radio veetore, e 
oeotrp curvae divergente, com bocce dimidio vadio re- 
' ct<m.dvciiDtur^. est L^ttLDtöcstta B.erno^ 

Cimft ItteiHdiiiii n^clMMüe per öentrum curria transeimt Id 

coordioatarum rcctangularium systeniate (a) habemu« igitur aequa- 
tiooee drcuU et Hyperliolae Aequilaterae pro puucto quovie (a, ß) 

x^-^if^=2(laa:-\-ißy)=aa:-{-ßy, . . • (30) 
««~/52=a^. (31J 

IKferenfinndo baeee aequalfionea» qiiöd' ad TariabUia panmetra « 



Jx=-«^; (32) 

k 

ergo ez aequatione (31) 
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qfBÜm» is aeqttiilioMiii (90) anbatUiiftia, enumu 
vel • • . 

(xny^)^=a^x^^y^), (a) 

aeqaatiooem Lemniscatae BeroMUlaoae. 

20. Corollarium 1. Circulus mcmoratus, pro aliquo Hy- 
perbolae radio vectore constnictus, Lemiiiscatam tangit m 
puncto, cujus radiuB vector ab altera axU parte eundem cum 
eo «fficit angulum, ac ille primiia radius Tector. 

Est enim ex foim. (32) 

quae quotientes repraesentant tangentes goniometricas aogulorom 
ladioa rectores illos ioter et axin contentorum. 

21. ^ Corollarium 2. Scquitur^ exiod^ methodus normalem 
ducendij nempe: 

£ medio cujusvi« Lemoiacaiae pmicti radio Teetore In eom 
, perpendlculum eiigaa, cujus cum linea, ab altera axis parte 
cum eo eundem angulum eflicieiite ac ille radius vector» io- 
tersectionem puncto jungas: normalem conatraxeria. 

Quia Lemniscata Bernouiliaiia locus geometricus est proje- 
ctionis centri H>^)er])o!ae Aeouilaterae in tangentes (Fusspunk- 
tenciirve), sequitur, si ex raaii vectoris extreniitate in cum per- 
pendiculum erigamus, hujus cum linea mcmorata intersectiooem 
panctmn ease Hyperbolae Aequilaterae, lineam i^toripsäm tadium 
vectorem esse Hyperbolae« Idem dediMi poteat ei aeqnatlonUms 
(b) et (e) , uode 

r«= Cos 2(p — 11^ Cos 2(p . Cos 2^, 

▼et . 

r=:£Cos29). 

£lucet ergo, medium hiijusce radii vectoris determinari eeaetm* 
ctione in hoc CoroUario praeacripta. Quod denique lioea, quae 

hoc punctum cum Lemniscatae puncto jungit, normalis sit, ex 
Theoreiuate XV. necessario aequitur, nam eat radiua reapectivi 
circulorum memoratorum. 
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« 

. n. 

Kote sur une maniere partienliere de 
determiner les equationi» des ligneg 
eourbets, len faisant iisa$?e de la de» 
composif ion et delacompositioii deYitesr 
ses, sulvant les regles de la Synamiqiie. 

Pw 

Momdeur G» J. Y^rdam, 

ProfDMeor de MathöroaU^aes d la Factiltö dea Sciencea de rUnivenit^ 

Leide. 

» 



Dans la Dynamique, quand on est parvenu k determioer lea 
eooidoniiöes d*uii mobile en fonction du iemps, od obtieot les dqas^ 

liooc de la trajectoire d^crite, en ^liminant la yariable t; par la 

quelle on denote le temps, ecoule depiiis le commericemont du 
mouvenient jusqii'a im instant qiielconque. Si Ton n'a pas ^besoin 
de coniiaitre ies circonstauces du niouvemeiit, mais que l'on se 
propose seulement de tronver les equations de la trajectoire, ils 
B'eat pas n^ceaaaire de descendre aux valenrs des eoordonäes rec- 
URgiiee Ott angulaires, car on pourrait s'arreter aux expressions 
des vitesses, decomposees dans ies diroctions des coordonnees, 
pnis eliminer l'element et du temps, et integrer les equations, qui 
en resulteront. Dans ce cas uieuie, ii peut arriver souvent, que 
tous les.termes, dans les expressions des ?itesses,. cot pour fac- 
tevre des quotients diffihrenliels de m^me ordre et tons rdlatlfii 
ita mdme variable i, et alors le prolileme se simplifie encore» va 
qu'une elimination proprement dite de cf ne devra pas 4tre effe- 
ctuee absolument. Ceci aura lieu t<iiij()iirs, si i'on peut distinguer 
et exprimer exactenient les mouvements partiels, dont se coropose 
le mouvemeot r^el du mobile.. Car, puisque les vitesses se. com? 
poseot et se d^composenl comme des ferces ,^ sl Ton d^ompsse 
la vitesse de cbaque. mou?emeot partiei, en d'autres» suivant les 
diMctions des coordonn«^* et que Toii laS86 la somme des vl- 
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tesses, decompos^es suivant chaqiie direction , on aura une somme 
oa des soromes de vitesses, c est ä dirc une somme de termes, 
chacun multipiie par uo coefBcient difftfftfntiel r^lafif k la Foriable t 

Qooiqae cette manitee de döteminer les ^quations d'nne tra« 
jectoire, appartient tout Ii fait a la mtfcaniqoe, on eo peut nean- 
moins faire iisage dans !a geometrie, puisquc toute courbp peut 
etre consideree coniiue la trajectoire aun ])oint, niu suivant une 
certaine ioi, simple ou moins simple ou meme tres compliquee. 
Et bieo aue la marche ordina'ire, en se senrant seulement, ou 
autaot quU peut, de con8id4fia|ions ^eometrii^aeti , est la plus 
coarte dans nombre de cas; ei^^dant il pourroit que Pemploi des 
consid^ratioiis dynamiques mentioniiees offrit des avantasjes r^els, 
sous le rapport de la simplicite. Mais cetto maniere nierite l'at- 
tentiou sous Uli autre poiut de vue; c'est qu elle ofre, d^sff 1 en- 
«eigoement des ^l^rnens de la Dyoamiqi^e« des exenpjes tr^ In» 
S^cttfe pour apprendre k distlogaer {«s'^ftiouTement» paritels ellk 
^mentaires, aont'l^ CMIIose int::ii|fQyjfcnient compKque donne, 
ä former les expressions analytii][ues de ces raouvemeuts , ou liierae 
ä parveiiir aux ^quations deterniineps d'un monvenient propowd. 

Cette Observation 50 preseotait naturellem eiit. eu reüeciiissaojt 
W le probttme, prouose par MrV te Doetedr Bienger« dltiis' je 
toin.e IX. page 114. de ce Journal, et mon but est d*4^1aircir et' de 
d^velopper sommairement, dans cette note,/ce que je vieus de 
remarquer en g^neral. Pour cela je me borne aussi a queloues 
exeniples, traites «ans details, niais de iiianiere quo, par Tinnica- 
tion succincte de la voie ä suivrc, et en rapportant les resultats 
dii:Qalct|l, ils pourront senrir d*e9;er«icsiu ^nfin,* conme j*^ iiac^ 
mon attention sur ce point spdcial par la' lectnre de V^now6 m 
Probleme cite, j'emprunte les exemples du m^me sujet, auquel 
ce Probleme se rapporte, et je me pronose, en consequence, de 
montrer, comment, par les regles simples de la deconiposition et 
de la composition des mouvements» on parvieut ä determiner les 

SiatMMM de quelques conrbes ereloldales pbnies, -tquoiqae la 
nie mdÜMde «at am>liq«able «^§demeiit, s*il s'agit de t»ut autre 
geore de courbcs, planes ou non planes, dont la ^ea^SrafioB eUt 
essimilee aiiraouveinent dötennine d'un pointw 



Qu'il soit propose, en premicr lieu, de determiner requation 
de.la cyclo]d^e. Soient^Ä, J(F(laf.i. Rg. 2) les axes des coordoa- 
ioees reetang^laires x et ff% AXu, base de la cycloi'de ; A rgrigine ofi 
' Fnoe des exti^mlMs de la courbe; ill le centre da cercle gön^rA- 

teur dans une position quelconque , et JP le lieu correspondant du 

point ^enerateiir, Soiont encore r le rayon du cercle, ß le point 
de contact avec la base, et (p l'arc de cercle, dont le ravon est 
Funite, et mesuraut Tangle PJIfi, decrit depuis Torigiue du mou- 
▼ement, on aara ABzzzwtePB^np, 

Le point P a denx mouvements, car en m^me temps qnll 
avBiioe avec le cercle, roolant le lon^de AX, 11 suit la elreonf4- 
Teiiee-9 en tomhant autour du centre M, Le- nouTement progre«* 
' " sftf est exactement ^gal ä colui du centre M,' ^ st» dan» ie teofis 
di, Uß^waymk^MB dicMk Tarc ^Umentalre dp^ on* potma •exprlOMir 
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la fiteise aognlaire par ^ ; päV cona^quant la Titeaae da centre 

Mi traoapprt|( paralMement ä la base AX, aera =r. ^'^^ puUiqiie» 

i cause de AB—MD^mPB, le poiiit M parfcourt tovjönia 1*1 
dMaua>.:de longueur egale ä celle de l'arc, qui aura 6t6 ea con- 



iMk aiitoe la« |iaae AM. Ahiai.le point P aarai an preaiier lie«> 

mie Titease, parallMel l'axe '«^ =r.^f. 

En tournant avec le cercie, le point P, dans le teinps dt, par- 

eouft l'are rd^; la viteaie aera donc r . ; et comme -le moäTe- 

• et 

ment, dana cet Inatant diffdrentiel, doit dtre ceaad aTohr }ien dana 
Ii dtrectioB. de la taiigepte CPE, da P vm II faut la däcom- 
aoaer en deux autres, parall^lement aux axea coordonoees. Or 
taa^le PCX est mpKure par an arc =1^—9; donc lea vitea' 
'99$ d^omposees aeront: 



r 



P parallölement h Taxe des = — r ^coaV; ' ' 
2^ paralldiemant k Taxe dea ff* ^ -i- r^s'm^, « . 

Aioai, ddnotant lea Titeaaes totalea du point P, parallelea aus 

dx dm dcp ' . 
du Bcp . 

D^abord on voit aiadment qae, poor traiter eea dquaÜ0Ba> ä aera 
permis d'^crire: / |I 

• ' ' ! 

dy=r!^(pm(p;. 

et comme les memes formes d'equatioDs se ordaeateroot dans tous 
lea. autraa exemples» dont le traltement falt le aujet de eetto note, 
ja iaiaaaral, pour bri^vetd« d'dcrire dans la suite le numerateur dt 
dans les expressiona dea Titeaaea. Des dquat'iona prdcddantea lea 
a^Mgialea aeront 

■ . . . • ■ . , j> 

AiToriglne d« modmaeat^oii a frtaaO» ^otO» -^nO; par «aMdr 
faeot csO» e'ssr, et par aalte • v 
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flf=r — rcoscp i 



-rcos^ 

et c'est le systöme connn d'^qaations, qui donnent l'^quafion de 
ift eyelofde par r^Kmination de 9. 

Si, 9n coMenrant ce systöme d'^qaations, on veat introdoire 

le temps, on snpposera le mouvement de rotation An cercle g<n<- 
rateur uniforme , et en nommant la vitesae augiiiaire (a, Ii e^t 
ciair, quoD aura qtz=(Oftf donc 

y=r— -rcoaat i 

On poma aiuwi remplacer a> par fuaad o» aignifie per a h 

vitease du mouvement progressif imifomia du centie üf. . 

De la meme maniere on troave lea ^quafieoa de la cyelolde 
alloDg^ et de la cydoTde raccoarcie. Alors le poiot g^n^rateur 

se troiive sur le rayon ou sur !o nrolon^jemeiit d'un rayon du cer- 
cle generateur. Soit la distance ce |K»int au centre =a; son 
mouvement progressif aura pourMuesure, coinine precödemment, 
rBqt ; mais autoar du centre le chemin parcourru , et par conaequent 
la viteaae k d^omposer, aera k prdaeat udip) de serta qa*0D par« 
vient aus dquationa diff^rentiellea 

Bs^rBg) — adqtcoaip, 

et, en obaarvant qa*au commencement du niou?emeot« on a x=0, 
y=z — (a'"r), a pouTant dtre >r ou <r, et 97 =0, oti obtlendra 

3f=r— aaos^?. * 

Ordinairement on prend pour axe des x la base de ia cycloide 
aflongee ou raccourcie> c'est ä dire la tangente, passaot par ies 

Soints les plua baa. Dane 11 faudra emulover une neaveUe or- 
onnee y', liee avec la primitive par la relation ^' -|-a — r» et 
le ayat^me d'äquationa (d) ae tnoalbmiara en celul et . ^ 



ar=r9— flsin 9, 
y'^a — acos^; 



(4) 



dnqnel se dedniaent« par l'^hnination de fp, et anivant qne a 
est >!■ oa <r, lea (^quatlona ordiftiurea dea eyeloldea racconrcies 

on allonjjees. 

Dans le traitemcnt de cet excmple simple je suis entre dans 
quelques details, alin d'eclaircir completcment mes idees, expri- 
mees d'une maniere generale ä la tete de cette note, et afin de 
ne lalaaer aucun deute aur lea pointa esaentiela de la ndtbode en 
queafion; mais par runiformite de la marche je pourrai me dis- 
peoaer, de donner des d^eleppemena anaai amplea dana Im 
ezemplea auivanta. • 



Digilized by Google 



17 



' ' II 

.... U. 

) ' ' 

Poor röpicycloi'de (Tab. L Fig. 3.) si la base drcalaire a od ra3rcni 
M=a, kl'.cäma g^nteteur im ravoi»'..0Osi^-> - que le moiivc- 
raent est commence en A, et qiic Parc, mesurant l'angle AGB, 
est (fe retour qp, l'arc Aß scra — aqp , et prenant l arc ßP— AB, 
P sera le lieu correspondant du point, qui decrit la courbe. 
IK»nc, puisque BPz=ra(p, Tarc, mesurant Fangle BCP equivaudra 

^(p. En meme temps que le point B aura parcouru i'arc AB, 

le point C sera portö par an arc ou eb«aiiil te(a+6)<p. Dans 

reiement dt du temps ce chemin devra etre representö par (a-\-ö) dw, 
et la direction de ce mouvenient elenientairc sera parallele ä la 
taogente BD, Dono, parceque ce niouvement de 6 a lieu inde- 
peodaniment de la rotation,, soit du roulement, du cercle Cß, le 
polit P participera i ce mouvement traoslatif [e long de la tao- 
geate, et bien ^gaMment, comme cela a lieu pour le niouvement 
progressif flans le cas de la cycloide. Par consequeiit il faut dä- 
composer ce mouvement en dcux autres, paralleles aux axes OX, 
OY, et comme l'angle BDO entre i'axe OX et la tangente BD 
ft jpenr mesure un arc i^Tt — q>, et que la vitesse däcomposee pa- 
raUilement k- OX appartient k un mouvement de X Tcrs O, dana 
le aena n^gatif» lea mouTeiiieiita d^compoaäa aeront: 

P. paralielement ä Taxe OX -(a-f 6)89. sin 
2<>. paralielement k Taxe O F = -f .(a -f 6) dp . coa 9. 

A ces mouFements il faut joindre k präsent ceux, qui resulterout 
de la däcomposition du mouvement de rotatlonda cerele CJk Or, 

en nienant VE parallele ä OX, il est; evident qae, äi le cerele 
CB n'aurait pas roule le long du cercle OB, niais qu'on i'aurait 
]>ousse, paralielement ä lui meme, le Ion«; <le AB, le rayon, qui 
etait, au coinmencemeiit du mouvenieut^ dirige suivant XO, aurait 
apr^s le temps t, c'eat k dire k rioataDt on Tonconsiderc la po- 
miaii du poiot P, la direction C£, parallele k OX. Par conae- 
qoeiit» coinme le cercle roule, et que le point , qui, arorigine du 
mouvement, se trouvait cn A , se trouve actuellenient en P et 
non en E, ou il aurnit ete Sans le roulement du cercle genera- 
teur, le point E sera niu par un angle ECB -\- BCP, ayant pour 

■eoore un ans y-|-yy=^ ^^ ^ ^y. Ainsi la longueur totale de 

I'arc fiBP etant =6. C^'~^^9> mouvement differentiel de P • 
Boivaiitlacireonfdrence du cercle g^n^rateur» buplutot suivant la direc* 
im de fa tangente FPG, sera ezprim«} par 6^fL±i!^ cp. Donc, 
|^Hia%pi'on vott ais^ment que l'angie» entre OX et la tangente GF, 
apaur meaure ^-^^—iit, lea monvementa .d^etopoa^' dcrti- 
todront»- 
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R paralUlemeni k Taxe OÄ^i-^.bdq>, 8iD(^) 9. 

20. paraUelemeot ä laxe O F = -^i^. <5»oy. cus^l±^^9?. 

Preoant eniin ia somiue des viteases ou des mouvements de ra^mc 
direction, inttoant, et observant» qu'ä I' ongiue du luouveiuent on 
a xsza, 3r=V» 11 en r^sultera: 



et ces valeurs de o; et ^ fout ensetnble le Systeme connu d'equa- 
IbiiBf dana lequel est compriae l'^oation des epicycloTdea inrdi* 
naites. Et il sufGra de reniarauer, que Ics ^quations dea byp6- 
* cycloTdes, de meme que Celles aes ^picycloYdes et hypocIoTdes al- 
loiii^ees et raccourcies , aoient obteauea par dea rataonaemeDta 



anaiogues. 



lU. 



Lea ceorbea» qne Ton nomme «^picycloTdea et bypocy- 
cloTdea» ae sont que desesp^ces d'un eeDrc de courbes, ddcri- 

tes par un pohit P (Tiih. I.Fi<?. 4.) d'un ccrcle (^f) tournant uniforme- 
ment autour de .soii (-entre, {»eiulant (|ue ce centre circule uiiifor- 
mement dans la circunierence AC du cercle JIA, £d eflet, $i le 
eocle gänörätenr eat ma dana la dIrecfioB de A veca an peat 
diatfaiauer dei^x cas, suivant que la rotatiea da ce oetcle a Jim 
dana le memc sens, indique par la llechc a, ou daos le aena op- 
pos^, qu'indique la lleche ß. Daus le premier cas on aura seule- 
ment une epicycloide^ si la vitesse du point /-* est teile, quo la 
longueur de Tarc DP eat, exactement et coiistamment egale a Tarc 
DB du cercle lattfrieury aai toucbe le eerde ^rMrrateiir dana.tpii: 
tea aea poidtiooa. Dana le second cas, et cn faisant alors atten* 
tion au cercle exterieur, qui touche le cercle genorateur dans tou- 
tes ses positions, il ii'y aura de memo (ju'nn seul raj»port des vi- 
tes8es de P et de C, pour lequel la courbe eugeudree sera une 
hypocycloTde, et ai ee rapport eat Vnni^4, la trajectoire sera un 
cerde d'un rayon e^ral an rayon iiilf de rocbtte ^ic^ parcequ'alora« 
anfant le cercle AB toume en vertu du momrement clicnfa4re da 
8on centre A , autant il est toume en sea$ contrairej en vertu de 
aon niouv(Muent de rotation oppose. 

A preseut pour deterraiiier 1 equation de la courbe« dont 1 epi- 
cydi^e qnelcenqae n*est qu'nne eap^ce partieoliiie, il fant sup- 
poser qua le cercle AB toume dana le sens de la 'flache a, em 
aiiivant soD orbite AC, et assii^ner ensuite la quantitö des deux 
vttesses, conimuniquees au point P par ce double mouvenient. 
Soient AM = a, Ali=iCD=ö, le rapport des viteases aagiiiair 
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res de C et de P—pu/, et q> l'arc, mesare de Tangle AMC; 
aiDsi peudaiit que le centre A passe de A en C, le point B d6- 
crit un arc —uP, de sortc que AMC : DCP ~p : q , et DCP 

^^,AMC Le mouvement differeotiei du ceotre C daus l'orbite 

etaot od^y le |ioiftt P fMnücmera ä ce mouTement, et ia di-" 
recfon de ce mouvement sera {mrallele a celle de la tangenfe, 
passant ])ar le point C Les mouvenients däcomposäs» paraU^le- 
■eat aux axes aes a et d^s ^, seront donc 

— odqp.ilii^ et «d^.coe^i. 

Pendant que le cercle geu^rateur pa«»e de A ea C, le point B 
Mmtiidn en P et am nn momrement angnlaire total =o +^9. 
iWcMS^uent ie novrement ^^mofttafre, dans la dlrection de 
U tan^ente du poiot P. aera 6 ^ILLI^ ß^. Cette tangeote fiecai 

atec laxe des ;r ua angle, mesure pur ud arc =ijc — ^£lL£^^^ 
et les d^compoedes' die ce second mouvement seioDt ^' 

+4(e±v)a,..to(£±2), .t _*(^±*)a,.«.(£±s)^ 

(baimdoiic 

* • 

arte— «99 .^ie 9 -I- 6 C^O ^''^ * ^'"^ ^ 

aiy == + adip . cos 9> - «^«»^(^^ 9. . 

Ai commencement do moayement x=a — 6-, ^ = 0> et, cu teuaot 
compte de cette conditton, on tievre le syet^me» compreoaiil 
1i|iitfpii de la coorbe: 



^=3(1 ein^ —6 «in 



(6) 



^ 9=0, la vilesee ata^kire da cercle gen^atenr est pr^ciseroent 
^ i la Titesee dn centre dans rorbite A€; le point B dMH 
kmAe 31 B, et se trouve cenetflmmeet aar le rayon des deux 

Mae jV et C. On peut comparer a ce mouTement celui d'un 
IKÄot de la surface de la lune, tournant autour de laxe lunaire 
du» le meme temps , que ia lune iait uue revulution autour de la 
^taiB. Et daae le eas g^oi^ral, si p et g mt.mn rappori, appro« 
(bot celai dea moaEvements moyeos de m .terre et ae ia lune, la 
^tuke decrite sera une repr^sentation approchee de la courbe oue 
^Mi, dans respaco, le centre de U iane p e n daat aae lävaiattea 
^ ia tene autour du soi^il. 

8 • 
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81 le etfete-iiH mm «iurne pas d«w le »tea eeiui aaa M 
oestre ii «itour de mais en scns oppose, on' parviendra , par 
fiäe na^e analoguei aa flystöme d'^aatioiM da la eourbas 



, a sin qp — 6 sin ^ 



(7) 



On pourfait traiter les prohlemes precedents sous un point de 
vue plus geoeral, en considerant mobiles la droite et les cercles, 
ftt'on a aup|N>s^ fixes, denanidraJqn^ilatonGlieiit'ooDsiainineiit oiia 
conrbe- doiinee , et il n'est päs dimcile d'assigDer la ronte k aohTe 
dans la Solution. Mais je nie borne do retour a un cas special, 
dans lequei tombe celui du probl^me de Mr. Dienger» cite plus 
haut. 

Qu'on so ])ropose donc de trouver les equations de la courbe 
^picvcIoYdal^ plane, decrite par un point de la circonfercnce d'un 
cercle, roulant uniformenient autour a un autre cercle, oui lui raöme 
ronte nniformament le long d'une droite. Salt il'C7(Tab. L Fig.5') caMe 
droite, ßlB \e eercle, da rayon jR, qnl ronla le long de cette 
droite, et j\A un cercle, de rayon r, qui roule en nieme temps j 
autour du premicr cercle, et dont un point de la circonference 
crira Ja trajectoire epicycloidale demandee. 

Que Ton suppose, ponr plus de simplicite, la positlon du cer- 
cle gönerateur AN, slu conuuencement du mouvement, teile, quil 
soU toucb^ par la baae ractiligne ^ 17 dn cercle MB, et oue le 
point g^o^ratenr coincide alors avec le point decontact A, Sl M}E 

est la tan8:ente au point de contact /) des deux cercles, on aura 
AE^DE=zBE, et puisque DE = yh*r, Aß sera =2vRr. De 
plus, nommant a ran^xie NMBy on a dans le triangle rectaogle 
iViirC, JSC etant parallele ä AB^ . = • 

On conservera la notation a de l'angle NMB, et on ne fera usagc 
des valeurs de sina et cosa> tirees de ces deux egalites, que; 
ponr las snbstituar 'dana f ^uatlon finale. 

iSi le cercle MB est arrivö dans la posttlaii. Of, le poiot de 
eoalael B sa tranvera en / de sorte qne ia .languenr de rare 'Ff ' 
4gBle le clieniin i^F parcaorn, et pranant Tarc ID'—BDi le; 
cercle touchant N' D' , ayant un rayon r, serait la position du eercle 
generateur, s'il n'avait pas de mouvement propre autour du cercle 
OD't de meme que, larc D'A' etant egal ä larc DA, A' se- 
laH le tieu correspandant dn pctet gön^ratöttr. Donc^ si |e möti- 
Tenent angnlaiie FOi da eercb mB est ^ ed el (o-^taet la 
▼itasse angnlaiie et < le tempe)» on aoia: 
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l'angle D'OFz=(p^et, l'arc Fiiy:=R{(p-h(t); 

l'angU ^'A''Z>' = 1800— a, Varc A'D' = r(7t-a). • 

Nais le cercle ND ayant un mouvement propre autour de DMy 
U aura une position, differente de A'N\ quand le cercle 31 sera 

EDu en O; que, par ezemple, Nl) seit parvenu eo QU et 
int gän^ateur .il en P; alora al les moaTemenis -aogulaim 
mes des deuz cerdea MB et NA aont entre ei^ comme n 
et 9 ToU facllemeDt» ijue l'arc D'JV, parcoant par lea poinfi 

do cercle D^y, aera ^gal kr,^"^, et l'ängle lyOB'^am penr 

nmre an ttte =: ~ . tp, appartenaot k un cerela« dont le r&- 
yoD vaut l'uuite ; dooc aussi 1 angle FOH aura pour mesure un arc 

Do mime l arc HSP etant =züSi-SP=:H'D' -^ JJ'A'^ir. i . 9» 
•|-r(»— aO* l'Migle BQP aara pour meeure an arc 

■ 

Eofin, Ql{ 4taoi perpendiculaire k la base ^4(7, Vaog\e^PQR= 
PHH'^BQB^PQH--^0SKP''FOB)» et od. tronvera que cet 
wjf» a pour me^e nn arc 



et c« sera aussi la mesure de Tangle PVU, entre Taxe des ab- 
8cis8es AÜ et la tangeiite PV au polnt P, parceque les cAtes 
PV, Vü de l'ängle PVU sont peruendiculaires aux cotes PO et 
BO de l'ansle i>9R 

Par la a^termination des valeurs de toas ces angles, il se- 
rait tres aise de parvenir presque im nie diätem ent ä l'equation de 
la trajectoire, en ne faisant usage que de consid^rations geom^- 
triques, car AT et PT etant les coordoiinees du point P. on tl- 

£a iacUeoieut le^ valeurs de ces coordonnees des valeurs despar- 
I AB, BF etc., dont alles se composenl; mais je paaserai ce 
j^Mcnl, poar roontrer comment on parvient an nSsultat, en ne .fal- 
Bant attention qa'anz mouTementa divers» qu'on pcvt attribuer au 

9mt P- 

1^. D*abord le point P a un mouvement rectiligne, parallele a 
laxe des jc, d*egale eteudue que celui du ceotre O, et la diffe^ 
mfieHe de ce mouvement s'ezprime par 
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2®. En secoud Heu, si le cercle Q ue roulalt pas autour du 
eerde O, mais quU fut üxe k ce cerele O, le point P tpnnierait 
avec le cercle O. Sod momremeiit öUmentaire seralt la'dtff^ren- 
iSMjb d'ttn «re '4e «etde, ayant le rayeo OP, et la direction <le 
ce mouvement s«ra!t !a droite PU, porpendiculaire h. OP. Ainsi 
mouvement öl(*montaire OP.dq), dirii^e suiTant PU, doit €tre 
decompos^ parallelement aux axes des x et des if, ßt on aoira 



Mais PC7F est Supplement de PDF, c'est ä dire r=zGOPy et comme 
OP. cos GOP=OG, OP aOP=z PG^ii, ies mouvements 
A^CüB^^^QS^ #eT«Bt exprimes par 

•i-OG^dqf et-^GP.Bip. 

Mamtenant OG et GP sc tireiit facilcment des triangles rectan- 
gles de la ligure, au fnoyen des aiiules, dont les valeurs sont de- 
terminees prec^demmdtit, et ies caiculs donneront pour valeurs 
analytiqueSjd^ mmifVBMiitv ptralMes 

t 

i. iaxe de« tt..^.=--{Ji+r)dq>. cos 1« + ^^^^^ » I 

I 

et 4 r«^e des y...,=+j:Ä + r)?9.8ial«+ ^^^^±122^1 



•i'rd^i sin | 



3^. Troisiememeot il faut considerer le mouvement du point 
öoeaaaoiin^ par. le • drfplacemeDt du eerde QH le loag de la 
circonfi^reiice du cerde OZf, et saue que Tod fasse attentiMi an 

mouvement de rotation de ce cercle (iH autour de son centre« 
Ce deplacement t-lernentaire est ^ajal a celui du centre et il a 
lieii dans une direction , parallele a la taiii^ente commune //Ä des 
deux cercles. Or il a ete remarque plu» haut« que ie cercle 
n^raleor paieoart Tare lyH correspondaiit au aMUTeneot 



lidre 9 da eerde OF» et qae povr le rayon w eet «rc «aiait 

SS ^,^.9); donc rare, däcrii m^me temps par le centre 

sendir OQ.^^.q), et l'are ^^entalre, c'est & dire la petite 

ligne, parcourue par le centre et de meme par le point pa- 

laUöleinent ä la tangeote HK, aura pour, expression 
• ' • .. • , 
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C csi doDC ce moavement du point P qu'il faut decomposer, et 
pabque Tangle JUKF entre 1 axe des x et la tuugente MK est 
■t de rangle FOB, doet b meeore a asrigo^ l^w 
obtwndnt povr yalevs das moureinents decon^os^: 

h foe d«e jr..,. 




4®. Enfin le polot P a encore un qnatridiiie t^unmtnt dans 
k directioe de la tapgeate PF, et du a la rotatioa du cercle Q 
de soB oaatre. Le cmle iV etant traoapori^.. de iV' e» 



Qp maUL par eflia no nnoevaaieet aiq^idaife =z^ip^ et le. aoe?e- 

ment angnlaire, occasioniie par la rotation proprement dite, equi- 
fiat ä ^ qp; par coase^uent le monvemenl angaUtre t(ltai4seia 



iir aoHe, le mtmmmmt ai^nlair» MmeaMm d'a mM P da 
cerde qui a le nmon r, aaim po«r valev daw m fcetÜaa 
de la taageate PFi 

C'est le mouveraent a decomposer dans les directions, paralleles 
aoz axes des x et y, et va que la valeiir de la mc«ure de l au- 
ile PVÜ, entre x et la aiSectioa PV, a 4U donn^ pide^ 
ilnnMüBt» eette d^omposition jse fem aaaa difficult^, et am, Mir 
valear de retendae da OMmveaMot dlrfwentiires 



PKW* te ,...«_*ii^>89.cos^^£±Ä2!2|,. 

•t |«alMe k ine «Im s-=+r i^j^d^.Bia |<£i|!j^| ^ 



aava paar les iBoii?eBieata totaazi 
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«J^tes, developpantles sinu^ et cosinus on a entre, et 
2^21 Jr P ^.,,^ «««et Cosa les valeurs, dont il a etd 



D apreg Leg relalions parücolieres 0 aom dmcnir - 
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, des ^qaations (8> M rapporlUail & la courbe, engendr^e par le 
poiot A dans la supposition qoe le cenlre M d\i cercle seralt 
fixe; alors ce cerele aurait seulenient un mouvement de rotation 
sans moavement de traoslation le long de la droite A U. Et il 
0*681 pas difficUe d'entre^oir, quelle r«dueÜCMi dao» lee termes du 
m^me Systeme devrait avoir lieu, pour que la tiajectoire fÜft eel^ 
dans le cas d'un cercle MB, poBM «lifonMBeilt MUM rotatlOB 
le long de la droite AÜ. 

That resCe* le m'abstiens de plusieurs autres. reiniunfiMf «Ddp 
I ciales , anxqnelles la cnnsideration des equations du syst^ine 
peut doniier lieu. Ce qui precede suflßt aussi pour montrer, coro- 
ment U faudrait proceder dans des cas moins simples, par 
ezeiiiple, ei le mw/e^9mtmt d« cerekl MB. dflvmlt aveir lieu le long 
d*aBe Wse circulaiie» et m^me e'il ne e'agirait pas d*une ootirbe 
I plane, mais d'une courbe gaiiche ou non plane, ^elle qa'ane courbe 
sph^que. Enfin , on poiirmit ^tendre ceis r^cberches, soit ä l'by- 
pothese d'autres courbes donnees que des cercles, soit a celle 
duu mouvement variable; dans cette seconde hypotbese on se- 
nil tmMIA ans m^mee rdenitats, eil s'agtt d*«tt aeiri cerde no- 
bile« lanÜa qoe la base rectiligne ou ch'culaire est Im > mais dans 
la snpposUion contraire, et mtoe daas cette da probltee ULy-la 
piohleme ae compliqiierait 



Velber lUe nreimliiiie der genAen 

Von 

dem Herausgeber. 



Die gegebene gerade Linie, deren Brennlinie gesucbt wird, 
wollen wir als die Axe der a: eines recbtuinkligen Coordina- 
tensystems der xy, und den Einfallspnnkt als den Anfang die- 
. in Geerilaatensyatenia ^tamtkmmi, uen ein&llenden nod den^ 
abgelenkten Strabl denken wir ipis als zwei 'tob dem Eiafalla*^ 
punkte oder dem Anfange der .ry ausgebende gerade Linien, und 
Dezeichnen unter dieser Voranssetzung die von diesen beiden 
Strahlen mit dem positiven Tbeile der Axe der x eingeschlosse- 
Den Winkel > indem wir diese Winkel Ten dem positiven TMle 
iir Ab» dtf « an naeh der Saite der positiven 9 bin oder dorcb 
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den rechten Winkel {xy) hindurch von 0 bis 360^ zShlen, respc- 
ctive durch und jqpj. Der Einfachheit wessen wollen wir jedoch, 
was der uothwendigen AUeenietnheit der i'olgenden Betrachtuoseo 
dutebass keilieii Eintrag äon «if«!, immer aonelimeii« diu» m 
Hlnfiilleodo. Strahl auf &t posHiTen Seite der Axe der ar.odeider 
9bg«lNHi«ii ^rftden Liato lMge» und foigttch ateto 

sei. Der reciproke Ablenkungsexponent soll im Foi^ndan dnidi 

bezeichnet werden. 
Wenn nun zuerst 0 < 9) <1X)^ ist, so erhebet aiw Taf. !• Fig. 6. 
leicht > dass im Falle der Zurückwerfuog 



>• • • 



■ ^ • 

also . , . i . ' 

uod 

'■ J; : o<i^<i8Q« ; : 

llt '.Im Falle der Brechung ist dagegen/ wie aus'TaC 1. Flg. 7. 
teiclit erhellet, 

. « • 

sin (270« — 9)i)=fi«io (90« - 9) , 

also 

CO091 =s— fieoe^y 

vnd 

l80^S9'i <3()0« 

Wenn ferner 90« < 97 < 180« ist» so erhellet aas Taf. L Fig. b. 
leicht, dass im Falle der Zuruekweifung 

sin (90«— yx)=i*8>n (9>— 90«), 

also 

cos ^'s— ^ fii eoB 7 y 

und 

0<9»i<180o 

ist. Im Falle der Brechung ist dagegen, wie aus Taf. 1. Fig. 9 
Idcht erhellet, 

sin(9Ji— li70«>) = f*sin(y--90«), . 

also 

i eos9)i=— fiGosg), 

* • » • * 



Fasst man das Vorhergehende Busammen \ SO ergi^lrl sich, 
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GOS^ — — ^ COS tp 



Wt, ^ aber im Falle der-flvrifctrsret'fong stets zwischen 0 
180^, im Falle der Brediong «tett swisclm 1^ ^ Wpi^ 
Aommen werden muss. ' 

Jetzt HoUen wir wieder die gegebene gerade Linie als die 
Axe. der SS eines rechtwinkligen Coordinatensystems der xy, 
M'Vklmmg diesen 'Coordinaten^tems nber 'in der gegebe« 
Den geraden Linie gans beliebig anaeiunen. Den einfiulehdeli 
Strahl denken wir uns nun als von einem auf der positiven Seite 
der Axe der x oder der gegebenen sjeraden Linie liegenden strah- 
leoden i'unkte {pq)» dessen Cuordiuuten in dem Systeme der 
•bo p, Q sind, ausgebend, und lieneicbnen unter dieser Yoraoil- 
setzun^ den von denii^elben mit dem positiven Theile der ernten 
Axe eines durch den Punkt {pq) gelegten, dem Systeme der xy 
Parallelen Coordioatensystems eingeschlossenen, von dem ]>08itiven 
Theile der ersten Axe dieses Systems an durch den en sprechen- 
den Coordiiiatenwinkel hiudurcn von 0 bis 3(K)^ gezählten Win- 
kel durch 9* Den aiigelenktcB (SiraJit denken wir uns wie Torber 
alt von dem Einlkll«|innkte ausgebend, und bezeichnen unter die- 
ser Voraussetzung den von demselben mit dem positiven Theile 
der ersten Axe eines durch den Einfallspunkt gelegten, dem Sy- 
steme der xy parallelen Coordinatensystems eingeschlossenen, \on 
dem positiven Theile der ersten Axe dieses oystems an durch 
den entsprechenden Coordinatenwinkel hindurch von 0 bis 960^ 
gezählten Winkel durch Dann mnss mab» wie ans Taf. I. Fig. 
10. leicht erbellety für ^ Iii dsr Tudier gefundenen Gleaclini^ 



• cos qPi = — ft cos tp ' 

lüpeetiTS qt^lSOf^, ^ setzen, wodurch diesell»e min die Gestalt 

1) cos9>| = |icos9. I 

erhält. Der Winkel f liegt Jetzt imroer zwischen ISO«" und 3600« 
und der Winkel tpi ist wie Torber im »Falle der Zurückwerfung 
stets zwischen 0 und 180®, im Falle der Brechung dagegen stet« 
zwischen IbO" und ^300^ zu nehmen, was man im Folgenden je- 
derzeit wohl vor Augen zu behalten hat. 

Die Gleichung der geraden Linie, in welcher der einfallende 
Strahl liegt« sei ... 

so ist, weil diese gerade Linie durch den Punkt {pq) gebt, 

tfae •= I 

• f^fan^ICa?— p). • • • 

Nach den bekannten Principien der analytischen Geometrie, wo- 
bei man nur die aus dem Vorhergehenden bekannte Bedeutung 
von 9 festsnhalten hal; ist aber aügeaMin 



0 
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I 

and die Gleichung der mndm Xtini»» • in. wMk m der. ÜnfiiUaBJd 
Sti«hl liegt, Ut ßlgiieh 

2) y— 7 = (a:— J9)tang9). 

■ 

' ! Bezeichnen wir oiin die Coordioaten dee FiiBfaUepnnkte durdi 
Pii «I» eo Ut 

« 

• • 

3) px^p — ij/cotq>, «1=0. 

.. . • 

Die Gleichung der' senden Linie, In welcher der abgelenkie 
Sinhi U^gt, Mi 

AÖ tot« weU diese gerade Linie durck den Ponict (ptfi)9^0 

.. • ■ ' 

elie^ 

• 

Naeh den PriDcipieo der analytischen Geometrie tot aber toi 
Falto der Znrflekwernmg 

Jis=tangg)|, 
nnd Im FaUe der Brechung 

Ji=tang — IW) =s tai^%, 
so .dass atoo aOgemeto 

Ji=taBg9i, 

und folglich 

4) fiM^-Pi>Uatgq>g» 

oder jHwIi 3) 

5) y = ifc^p i- q cot 9> taug 

die allgemeine Glelchnng der geraden Linie tot, in welcher d«r 
abgelenkte Strahl liegt. Bekanntlich liegt tpi im Falle der Znrfick- 
werfun^ zwischen 0 nnd 180<^, im Falto der Breehing iwinebeB 
1800 „„a 3600. 

Weil nnn nach 1) allgemein 

• eee9)| = f«co89 

« 
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I 

und folglich r , 

6) »In 9)1 = i: V 1 f»«cö« 

wo man im Falle der Zurückwerfung das obere, im Falle der 
Brechuiig dds untere Zeicheo zu nehmen hat Also ist uiiter 4er- 
selben Bedingung >. . 

and folgUch nach 6) - >h" 



8) ,=± Vl=l£L«?i2!(,_p+,o„t,) 

die Gleichung der geraden Linie, in welcher der abgelenkte Strahl 
liegt Nimmt man aber fi, welphes bisher stets positiv uar, von 
jetzt an im Falle der Znrilekweifong positiv, im Falle der Bre* 
chung negativ , ao ist in völliger Ai^emeinbeit 

die Gleicbong der geraden Linie, in ^veicher der abgelenkte StraÜI 
liegt. » ' 

Ffir den verSnderten liVerth 9»' von . 9 ist 

die Gleichung der geraden Linie, in welcher der abgelenkte Strahl 
Uqgtv wobei natfirlicb p, q constant angenommen werden. 

Bezeicboen wir nun durch x, y die Coordinaten des Dnrch- 
schnittspunkts der beiden durch die Gleichungen 9). nnd' 10) cha- 

rakterisirten geraden Linien, so mifssen x, y aus fliesen lieiden 
Gleichungen durch gewohnliche algebraische Elimination bestimmt 
werden. Setzen wir aber der Kürze wegen 



U) 



k 

eriiaUaD wir auf dleeem Wege ohne Schwierigkeit: 
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Setzen wir gp'zrg)-!-^^), so ist 
and folglich, wie mao leicht fiodet: 

^- ^mi'^^-i^ — ' ' 



oder 



13) 



.1 . 



Da nun die Coordinaten der Punkte der Brennlinie offenbar 
die Gränzen sind, denen die vorher^eiienden Coordinaten y 
sich nähern, wenn man dcp sich der iNull nähorn lässt, so erhalten 
wir aus den beiden vor hergebenden Gleichungen, weun wir diese 
GrSnsen der Kllne wegen durclt x, v selliirc leseidioeii, fifr die 
Coordinatea der Punkte der Brennlkue iminittelbar die folgeoden 
Ausdrücke: 

Bw 



d(p 

Durch Differentielion findet man aber Jelclii nacb 11): 

3/(y) _ siny 



I eeea9Vl*-«ffooe»*i'. .< Ml.i:r, 
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klffkk neb 14)» wie maa mtutk «iaigeo Redncli^Mii leicht findeti 

m 

m 

16) { /VT=^ 



' \ ein 9 / ' ' 



welches elM Ae Glelehiu^poii der VieiMiliele der |p6j|(ebeBee id^ 
Aie der'jT eogemmiiiiefien geraden Linie elnd. 

Pflr die gewSiniliclie Zurfickwerfong ist bekanntlicb fc= I, nnd 
folgUch, weun man nur berücksichtigt, das« nach den OidMi w 
inaer awiachen 18l|i^ «od 960» Hegt» al^ ein^^ atete negaSr ist; 

woms flieh eigiebt, dass in diesem Falle die Brennlinie der g»» 
gebeoen geraden Linie sich auf den durch die Coordinaten p, 
— q bestimmten Punkt rediieirt, was bekaant^ch gana den l«efa* 

reo der elementaren Katoptrik eutsf|iricht. 

üm die Gleichung der Brennlinie der gegebenen als Axe der 
X an«^enommenen £:(>niden l^iuie zwischen .v und y zu Gnden, musa 
man aus den beiden (ileichun^en V\) den Winkel qp eliminireD. 

Zu dem Endt: crlialteo wir zuvörderst aus der aweiten der 
beiden Gleicbuuuen ih): 



fA*C0t9*, 



4.L 



3^ 

= 1 + (1 - cot 9». 



Verbindeo ivir bieriuit die eröte der beiden Gleichnngen IQ), ao 
crludteB wir: 
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Liegt nun <p, welches bekanntlich immer zwischen 180^ and 
300*^ lie^t, zwischen 180*^ und ^TO*^, so ist cotg) positiv, und Co[^ 
lieb nach der zweiten der beiden vorhergehenden Gleichungen 



■■■■ coty»=i^ v^-vi?7w i^v?vV^.L 

t m 

und fialgMi w^n. der. «raten der beiden GleielNpgen 18)» 



- » 



19) .=,,-(,-Viii^V l-^^^^=^!^'{ ■ 

Li^tV zwUehen ä70<* und 906<*, •• M cot«) '^negaHv, aai 
M^kh nach dar «reiten der beiden Ciieiehaiigeii U) 



also 



und folglich wegen der ersten der beidea GläcbuogeD 18) 

Ann den Gleichungen und 20) ist ersichtlich, da^e man 
Im Falle der Znrflckweifbng und im Falie der Brediung als Brena- 
linie gani dieselbe Cnnre erb&lty weU diese Glelefaungen sich nicht 
ändern, man mag positiv oder negativ nehmen. Es können also ^ 
nur gewisse Theiie dieser Curve dem Falle der Zurückwerfog« ' 
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j^wigse Thelle derselben dem Falle der Brechung entsprechen. 
Da die Gleichungen 16) beide Fälle ganz streng und bestimmt 
TOD einander unterscheiden, so lasse ich mich auf weitere Unter- 
sacbungen hierC^er jetzt nicht ejo^ da überhaupt diese Abhaod- 
hing vorzugsweise «UtD Zwteck' iht, d|e aMgenieine Methode det 
Eotwickelung der Gleichoogen A6 Bremninien durch ein sehr bemer* 
kensMjrthps Beispiel zu erläutern, und möglichst zweckmässige 
nod einfache Formeia zur CoostructioD der Breooliiue der gerar 
den Linie zu linden. . 

Ans den beideo Gleichungen 17) ersieht sich auch ubnuttei- 
br di» GleSdniiig 



Ugüch 



la-«**)»! ( 1-*»*. ) ' 

• 

''-'•'C-fJ-l'-V^*!' 



oder ■ 



oder 



^0 die erste oder die zweite Form iu Anwendung zu bringen ist, 
jeaacbdem der absolute Werth von u kleiner oder grösser als die 
Ebbeitiet 

Da es 9 diiie der Allgemeinbeit sn ediadeii, ofenlnur ▼erstat- 
tet ist, p=0 am aetzen« ao iat a«eh 

23) 



TM U 
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SA 

lenachdem der absolute Werth von u kleiner oder grösser als die 
EiDbeHltt. 

Hicrau.s erkennt mao auf der Stelle, dass die BfennHllie dcv 
geraden Linie die Evolute eines Kegelschnitts ist. 

Bezeichnen wir die Entfernuni^ des beliebigen Punktes {Xyy\ 
der Brennlinie von dem eutsprecheoden fiinfalUpaokte (Pi^i) diircn 
R, ao ist bekanntlich 

Weil nun Mch 3) nnd 16) 

Pi =p—qcotip; 



oder» wie man leicht findet, 

ist; «o i^, wie sieh n&ittelst leiohter RetHmoig eigM>t:' 
also nach 6) 

Bekanntlich ist q immer positiv, fi ist aber im Falle der Zu- 
iCflekwerfuDg positiv, im Falle der Brechung negativ; der Winkel 
9 liegt immer swischeo 190<* und 300^ nnS sin ^ ist daher stete 
negafir; also ist 

Vsiny/ fisiU9 fism^' 

wenn man im Falle der Zurückwerfung das obere, im Falle der 
Brechung das untere Zeichen nimmt. Bezeichnen vrir aber den 
absoluten Werth von |4 dqrch (|i>, so Ist in völliger Allgemeinheit 
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98) Ä=-('?!5?!y._X_=_f£ln^. 

Die beideD Formelo 

27) ca89>i=;tcos9,Ä=— Ä^g^; 

bei denen man sich zu rrinnern hat, daes a>| im Falle der Zurtick- 
wcrfuog zwischen 0 uud I80^> im Falle aer Brechung zwi&cheu 
Uffi M 3609 seBonmieii werden maM, bieten ein TorCrefflldies ' 
Ififirmlffcl znr Construction der Brennünie der geraden Linie dar» 
was weiter zn erläutern hier nicht iiHthi^ sein uird. 

Wir wollen nun aber noch die Winkel au« den obicjen For- 
adil ganz eliminiren, und bloss Linien in dieselben einfuhren, 
wv beisoDders bei der Constnxction der BreDnlioie wünschenswertii 



9 



Weil naeb 9 



aber die Entfem—g den WinfiilimmJrtne (2^191) 
I Funkte 0^ dniMi r» «0 ist nekamitttBh 



«■4 Ibigtick nach ^es Vorbeigeheiiden 



Üi »9 innaer lugativ« 9 dagegen iwner posiüv ist, eo ist 

r r* 

udiel^icli nacb 26) 
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SeM man» wm oienbar ymtfMt ift, psO» so wird 

-2 i.a«.« 



oder 



0*) ^* 



30) ||«i^frr-m)(Mji£0 



Auch Ist 



oder 

oder 

Die Gleichung der geraden Linie, in welcher der abgelenkte 
Strahl liegt, let nach dem Obigen bekanntlich 



Für p=0 ist nach dem Vorhergehenden 



also' 



ond 



Vi-|i«cos9«=:iVr*-|»*Ä«; 

» 



Nun erhellet aber mittelst einer einfachen ^ometrischen BeCrach- 
tong so|B[lelch, dass unter der gemachten Voraussetzang, das« 

»tr:0 sein soll, pi positiv oder negativ ist, jenachd^tn (^zwischen 
i>70" und 36(F oder zwischen 18(P und 27&> liegt, d. h. jenach- 
dem co8q> positiv oder ne^gativ ist, so dass also pi und cosqp je- 
derzeit gleiche Vorzeicheu hüben, foigUcb nach dem Obigen *ia 
▼Olliger Allgemeinheit 
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M. Ata» iai 



34) y= V.«-^'p,» 

die Gieicbun)g der {geraden Linie, in welcher der abgelenkte Strahl 
li^ Diese Gleichuug kaon man auch auf folgeode Art ausdrücken; 

. 35) *=- i (l V^fr - m) (r 
oder auch auf folgeade Art: 

wenn maD nur in dieser Gleichung jederzeit Im Falle der Zuruck- 
««fiiBg das obci8, im FaUe des Brechuiig 4mm mt^vn RnifiiMiiirmtf 

Weil Dach 29) • * 

iat, 00 kt nadi 34) anch ' 
od«, wie leidit edieilee «riid» 

die Gleichung der geraden Linie, in welcher der abgeienlite Strahl 
liegt, weoD man nur in derselben im Falle der Zurückuerfuog 
im obere. Im FUle der Breebnng dae enteie Zeiefaen ninmt 
Die beiden Gladmogeli 



38) 
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WO man im Falle der Zurückwerfung das obere, im Falle der 
Brechung das untere Zeichen zu nehm(^ hat, scheinen mir bei der 
Construction der lirennlinie der geraden Linie auch eine besou- 
ders zweckmässige Anwendung zu gestatten. Ffir jeden in der 
gegebenen geraden Linie an^nommenen Einfallspanlt kann man 
mittelst dieser Gleicliungen leicht die Lage des abgelenkten Strahls 
und die Entfernung des entsprechenden, in diesem abgelenkten 
Strahle lie<?endcn i^unktes der Brennlinie von dem ansrenonmienen 
Einfalls puiikte, auf diese Weise also beliebig viele Puukte der 
Brenolinie bestimmeo, und diese Curve daher selbst constnuren. 
Ich mdchte selbst diese Glächuneen bei der Construction der 
ßrennlbie noch den ^Igonometriscnen Glelchungeo 27) vorzuzie- 
hen geneigt sein , wenn diese letzteren Gleichungen auch aUer- 
dings eine leichtere numerische Rechnung gestatten. 



TV. 

ttemexJamg nur Abbaadliuigr TU. ia 

TheU X. 

Von dem * 

Herrn Doctor J. Dienger, 

Lehrer an der höhereu Bürgerschule sa Sinsheim bei Uetdelberg« 



Wie der Herr Vf. dieser Abhandlung bemerkt, hängt Alles 
von der Richtigkeit der Gleichung 

(S. 77«) ab. Diese aber ist richtig, wenn d|e Reihen 

/(Ä^.l)+/(a:,2)-f...in inl. und +/' (:r,2)+. .. in inf. 

beide konyergent sind, so dass unter, dieser Voranssetzung die 

Differenziation unbedingt Statt findet. 

Der Beweis dieses Satzes ergiebt sich unmittelbar ausDirk- 
sen: „Organen der ges. tr. Analysis''. L 313. Lebr- 
sats 27., wenn man dort 

setzt, und annimmt, dass Om mit wachsendem m sich der Natt 
nShere. Denn dann ist, nach dem. angefahrten Lehrsa|ae> da 



. ist: 



dm ^ 

s 



Digilized by Google 



Quid in Analysi llathematica Yaleant 
Signa Uta ocßf^ tA^bipo^^ Slno?, Coso^, 
Arestal Arccmo^« dlsautaiittow 

Anctor Dr. £• G. Bjorüng, 

•i Acad. Upial. Dooens Malii.) «d Gynm. Ära«« Leetor IfatfL detigs. 
J«IX» jlcmT. mOsh, mmi iädS.) 0 

Gontiattstio**). 



CAPUT III"" \ 



Quid in Analysi Taleant signa 
Sinj; 61 Cos jr, hxeekkx et Areeosx. 

0. 1. 

Quid valeant signa Sin^ir et Cos^, a;-valore quolibet 

% 

k 

Reali x qjoilibet aeqnatlo (31) in Cap. Imo soppeditat 

I Cm«4- Siii«=#»V^ , 

■ * ' I Cosa:— V^SiDa:=:«-*4^; 

onde' 



*) Conf. notulam heic proxime subsequeatein* 

**) Ea, quae prMMdnnt (vidi Th. IX. ArchiTi pag. 983 «eqq.). 

onaU, qoee de sigais 301 et Log|(ir) ia Actis Aeed. Seieat, Steekh. er. 
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Slnx = 




Imaginarid autein x nuUus his sii:?nis Sina: et Cos.r in praeceden- 
tibus Analyseos partibus tributus fuit sensus. Licebit igitur ab- 
hioe» omni absoue perieiilo- bamm partiam laedendaram» aeqaa- 
tiones illac (2) rata« haberi et vBiversalea algnoram, 

de quibus quaeritur, dafiititiones, ideoqiie — loco ipsius 

X expositä a-{-ßV^^l nec noo d#bit4 aeqiiatioina (31) in Cap. 
ratione babiti — statui: ^ ^ 



V qui 



idem diaaertaHoni titali heie »nperscripti referenda curaTimnS) conficiunt. 
aa« lo«o «it. [Arch. TU. DL] deprehtnaa «vai manda «liqnot gnrai«n 
tjpqgrapUlMi alc dacet eorrlgi : * 

Pag. 389. Lio. 8.. looo.Aactore leg. Attctor. 

M 386. M p«milt. loco VIII. leg. YII. 

^ 391. „ 17. insi£^ni»Mula est nolnlft (6*}» 

M 395. „ 3. loco edito leg. ediclo. 

„ 401. „ penait. looo Quadrat! leg. Quadrat. . 

„ 403. „ 1 ..f o'). ^ (as'),. 

« .ff 404. „ ' 16 ■ qunequ6 „ (iiiae((uae, 

ff 409. „ ultima insißniendn est notai4 (Ö4)* 

„ 4ia ,K 5. loco (53) leg. ^54). 

ff 411. ia aeqa. (81) loco «FV» Uf. daHj*. 

ff 412. Lin. 19. loco pronoatle '„ "proauntia. 

ff 413. „ 11. insiernicnda est notul& {25). 

ff 418. „ 5. loco (XXi....X) leg. (xXi ....Xn}* 
ff 1* » 5. (ab iiaA) loco quem leg. f|uam. 

„ liMi ff 6» loco /? leg. ö. 

, • n ^ ,» 31k » (8) „ (3'). 

n «> 26. Talueris leg. volueris. 

„ 421. 13. „ tb „ Ib, 

f, 423. „ • T. (ab ini) loco R-{-n leg. f-f-jr. 

ff 429. „ 10. ff ff (2Ä + l)7r IcR. (2Ä'+l>r. 

ff M ,1 4. *»••>» utraquc leg. ulerque. 

tt 431. I« 2. loco iacQBUttodo leg. iucommoda. 

ff ff ff 10. ff fticfif ' ff 'icccHa* 



Haec fere de praecedcatibua. Dciis, quae Mqaaiilurf admooere oportet 
«ontnliaae nos Hole in nmmi non Aiodo ca , quae da hac t% la AetU Acad. 
Stockholm, anid 1845, sed Gtiam quae in Noli qnadam (toppleiiMätl honua 
iltttar) Acadendu «idciB d. 2. Febr. umi bniiiace l647 rcfcread« cnratiiHM; 
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Harum ope aeqnationum (2) seu (2') facillimo usque negotio 
liceliit (ubi erit opus) easdem, quas x reali servant Sinar et Cos ar, 
leges, etiamsi ac imaginaria fuerit, ratas esse experiri. Suflicit 
hM loeoc fonnoJ^^ illil« 

' l'SiB<iir4:y)=:;<9iti4r€o«^4rCosdfSiaf, 

exposuisse earumque, ut ex aequationibus (2) et (29) [Cap. I.] 
plane apparet, mauere vim immutatani j?- et y-valoribus quibus- 
cumque admonuisse; quarum praeterea beneficio rectd, dum erit 
opus, ceteras dedaci licehit ImuiBimeras« ex. gr. 



(4) 



Sin + arjl = Cofi Xy 
SiD(«iF j:)=iSiiidr; • ' ' 
Co8(^Ta:) = ±Siii«, 

Cos (ff 7 «) =: — Go8 ; 

et sie porro. 

Praeterea notatuest vere condignum, quoniam juxta aequ. (27') 
[Cap. L] :r-¥aloro qaolibet, reali aeque ac imagiiiaTio» habentnr 



propterea sie quoque ar-valore quolibet, juxta aequ. (2) [vi qui 
aem theorematis illius 3i in pag. 289. operis ,jAnai. Algöbr.' 
citatij, obtinere . . ,v 



P) • • • 



*) Hae ipMe MUt «equaiiones (nli MÜS est notnm), qaac apud Caaeky 
Oefinitionum occupani Incum, noAtrae aiitem Definitionen [aequationcs 
iaqaam (2} Carollaria haruiu ceiifteutur. — Uac quidem in re nii aau« 
iaitrMt, iil«r pottssimiiiii «ligalar ordo rerum; s«d tamtn «impUeltoti n«« 
Uat «M« conniltnm vidciur , si, ilam ita ficri potMt^ fiaitae foraui» foKr 
mÜM poliu qo«m iofiulua Da&nitioiiiuii in locam coopUterU. 
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Quid valeat signum Arcsin x^), a;-valore quolibet 

1. Omnimn primo juvabit , qiiod pnülM aflleoedpBlibiit intimo 
eoojiiiicluiii eat Dexa, mc 8ol?i 

Problem a. 

Inveoire quantUates ea« z unWeraas» qaibua con- 
diÜoni huic 

(6) Sinz = a + j3 V^ = ir 

(oi, et ß reaiibi^ quUmacumque) 

flat aatia» Tali (ai exsiatat) quantitali jniieiik|iie fimaa cedat 



ceaae est iatbaec i»+vV— 1 (ac et « lealibus) ^ ideoque loeo aeqaa- 
tiooia noviaeimae haoe tteet anaatitiii Dovaaic 

Siii(it-f ©V"^) = C+/3 , 
L e. [juxta (2') in §® praeced.] 

(ö') ... ^^^SiD + 5-^- Cos u . V^l =« + ß V^, 
i. 6. 



1^ 

Qaetiea nee a nee ß=zO faeriot, 
toties ioco aequatioDum iß") substitui licet basce 

l 5 ""Sinii' 
^ 2 ^Cea«' 



*) VtuMAwAhm «s Analywo« pairtilrat conunontr« Km 1o«o iaval» 
Mali ao nnmerice ^1, signo illo Ac€ibi((x)) inlelligi 

±(Aro«ia-|H|^±l*r M. A««l«((l» J:<Aiwbiar-|^), 



■ Oigitized by Googl« 



4» 

(fMMiam Aeri .aon potmt In bac-cam ut Sn« n«c Cos ii=0 att) ; 



(8) 



« |3 



Sin» Cosu' 

Sdeoque (ad ipsam » faifeDiendain) habetur 

laß 



Oft . r . . . « jg ~ Sinti Cos«' 

seu — • [quoDiam juxta (8) fieri d<ii|i potest ut u (si exsistat) talis 
Bit, ut et 7r^— .eodem essent valore namericol isthaee 



quottiam ieri non omnliio |tot^ ut €o8*ic negatiTa iät qaao» 

titaa, 

ideoqae 



nec non (qaoniam, second. (7), Sinueodem necesse sit signo aco) 



aO) Sin«=^, *) 



*) Quantität k««« ^ veverft nnmerico ^1 «st, Btenim si foret 
— uiunerice 1 , i« e. 

r = 

tone ^o^iifi obtiuer«! 
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seu, quod idem valet^ 



44 



1. e. 



(11) . tt=Arc«iD ((0) =Arc8in ((l)) i:(Arcfiui~^|). 

Idcirco quoniam, uti jam coropertum habemus, fieri noD potest 
quin ipsi M in m + c ~1 (siquidem exsistat) certe quispiam cedat 
valor ex iis, quos co,iuprebendit posterius hoc membnim« ideoqae 

prout superiori erit formi (U) .aut ioferiori; propterea prior 
aequatioiium (8; abit in 

. ^ positä ficilicet« brevitatis ergo« 

seo, quod itfem.vaiet (quippe quod realium modo quantitatuni v 
beic mentb est il|ata)y 

(12) . . . .'v. . =J^/(y+-?r,«). 

vi aequatioDis iUiua (a) in Dot& conteztai beic subscripU.' 

o>-!±£i±i_..+y^p±^yi;?. 



id quod abiordiiBi, quolie» (at h«ie) nw a nee ^=0 fitwiat« 

*) PotitiTam reTerA esse karam vtramqae ^'^^--^ id «x 
ac<j[u. (9} patet, cjuip|ie (^uae indicat esse 
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r 



Eosdem quoniain poatofior insuper aeqnäi (8) suppeditit v- 
Talores, jam probe est expertum fien lion poese quin, certenec 
■anec ^ = O exsistentibus, unaquaeque quantitatum 2 quaesi- 
tarum (siquidem exsistaut) in {»Oftteriori oompreheosa ait lueiidtiffo 
aequationis hujusce: ' . ' . ' A 

. (J3)...x:==Afc«iIl((l))i:[A^c^in.^^|+V•=I.^ .j 

Et qiiidem reverA jam omni ab.«!que negotio experiri licet ea- 
ram, quas comprehendit hoc memlirum posterius, quaiititatum 
undquäque fieri satis problematl c>eu aequatioiii (Ü; vel (ü")- t 

2«) 

Sin vero «=0 aii 
fitaqae x^sß^ZH., fi Feaü qdUilid;); 

aequationes iUae dV) in has abeunt 

^-i!I.Sinti=0, 

— jj Oos ic=p , 

quamm pnons in locoj qaippe cui aliter «mtislieri neqaeat reallbw 
equidem u et v, substitui iicet 

Sin «=0. 

Idcirco qaoniam (ut e£ hac patet tj^quatione) fieri non potest 
quin ipsi u in u-\- i \^~l (sujuidem exsistat) certe quisplam cedat 
Talor ex üb, quos comprebeodit posterius aequationis hujusce 
membrum 

* 

(11') . f . «=Arcsin((0))=Arc8in((l))i-2 , ^ 
Ideoqae 

proot u snperiori erit form4 (11') aat ioferiori; propterea loeo 
aequationis (7') babetur 



ideoqno C)a«(lem sip^ni qaantiUltt «mliM| i. •• (quOBiUB y po«iiava Mt} 
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(19^. 9t=>ta:P-^V^)ta±lip+YWi^ 

Quibus jam probe est expertum fieri noii posse quin in hoc casu 
ouaquaeque quantitatum s quaesitarooi (•iquidem exsistitiit) in pos- 
toriorl oonpffMMBm dt mtmno aequationis 

(13') .... 2 = Aresin ((!)) db [ ^0? + V^l) - |). 

Et quidem reverä jam omni absque oegotio experiri licet ea- 
nm, qm» wpwtM wd « pwiterfwi hu membnini , quantttetem it»ft- 
qo4q«e tert satb probfranti propowto. — £t ^piod aeqnat io haec 

(la') nonnisi ipsam (13), po«ito ia ei «sO [«nie y=:V/l»+l, 

d = conficH; propterea jam Dobia licitam aat contaadere 

ipsä hac aequatione (13) solutum esse problema nostmm, carte 
nisi ß sola =0^ i. e. nisi ^ realis =a [haud z^ro]» fae- 
rit. Et quod ad specialem buoc caaum attinetf acilicet * 

3») 

ai ß aol.a =0 faerit 
(ideoqne x realia ssa, band a^), 

haec tandem adjicienda aunt verba. — Aeqnatioaes illae (6^ tone 
abeuut io 

« 

* • « 

j^ Cos II = 0« 

unde patet extemplo fieri fion posse ut nunc 8int/=0 sit. 
Harum poatenorl satiafieri aiiter non poteat juai 

1) per Coa« =0, 2) per r-»ssO. 

„Cos u = 0" 96am ferat neefaae eat SlB«sJbl« W oigaa prior 

(7") abit in 

eajas quoniam n^c^mbri posterioris omnes iniaginariae sunt quanti- 
tates, dunia numerice <1 est, patet ad Iiunc casum minime 
pertinere relationem illam Co8t<=0. Quare tuoc posteriori (7") 
aiiter aaliafieri neqvit iM aeceptft rehitioae altevA 

«r«'=0, i. e« ©=0, 

vi cujus prior (7") abit in 

Sin « ssa« «SS AjFcain ((«)), 
atqne habetur, quae ex elementia jam satis eat oota« aeqnatio Üia 




» 
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(13*) . — xss Arcsin ((a)) = Aresin ((1)) ± (Aresin b—j) 

Hanc eandem ad aequationem, etiamsi a numerice =1 sijt, 
perveniri plane a])paret. — Et quod aequatio haee (IS'') dodiii«! 

ipsam (13), positis iu eÄ /3=0 atque a uumerice ^1 [unde y=:l, 

i=0], conficit; propterea jam nobis licitum est tontenderc in hoc 
etiam casu solutuni esse problenia aequatione hac (13). 

' Dum vero a niimerice >1 est *); e contrario altera illa 
relatio c» — ^-»=0 (i. e. p = 0) nihil ad rem habet niomenti, — id 
quod ex priori (7") plane apparet — : quarfe, in hoc demuiu casu, 
solum id restat ut apcipiatur Coi»u=0^ ideoque ' . 

quarum tarnen anibarum — [ut ex priori (7") patet] — superior 
sola, dum « positiva est. inferior dum « oegativaj erit 

priori in casu (a ^ositivä >1) aequatioiiibos (t") sattsfieri 
aliter ,nequit, nisi acG«ptw 

Sinicsl, ii==ArcsiD((l)), 
l e. 

posteriori autem (« negativft nameiice >1)» nlsi acceptis 
Siott=^l> tt=: Aresin ((—1))» 

i. e. 

e9 — ^u±V^^l» »=±/(-«-|-V«*^); 

I 

qiibttB jam prol»e est experlnm iett non^posso quin, dam 
atc|[ae u numvice > 1 est, unaquaeque quantitatum z quaesi&mm 

isijtuidem exsistaot) in posteriori comprelieosa sit aequationis 
lajusce membro: 



^ Adaionere oMtw jnrat in hoc casn abir« «cqBationtm (l8) In fornumi 
qwpp« qaoniMB U. lio* tmm. obtlaMt 

QBAteaus a« quonam demum pacio liceal conteiuli- aequationo hao (i3) sola* 
CMC in kioc quoque cun problcma propcillumt id iiiMfaMic jam 
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Et qaidein reverä jain omui absque oegot^ experiri licet ea- 
.nn« qoM esmftdmSM poc^mrinit hoc mmnhnm, «niMtflalMi 

anftquäque fieri satis proDlemati seil, aequatiooflnu» illis (7"). — 
Et quod aequatio ilia (13), positis in ek ß=0 atque o*>l £iiDde 

yaszV«*» d=:Vl^^], fonnam ilUmi 0 induit: ^piM nrtasi 
ipsa [sive, quod in occnrrit, synbolo vim aii1i{«ceri« 4*1 

sive ~1] nonniai aequattooem (13'") conficit **); propterea jam 
.Aemum Bobis iicitain est contendere In omni cmmm m-o- 
Ititiiin esse preblena proposltna sequatieae Uli 



a3)...»=;Aresin ((!))£ [Aresin ~ j + V"^. /(y-f ^a)]. 

% ils eomreiiieiiter, quae4ndoetriiui jam qaantftalinireiiiaBi 
liienint soccpta universalis ea fonniila [posterivs ' iBfam 



*) Vld. BOtm (mh <Hmtcxtn) proodn« pratB«dail«ai« 

**) Nam l«)) dam a poftitiTa e«t, aefpiatio iib"') dat 

s=AfQaB((i))j:V^./(V««4.V?c::;), 

at^ue aequatio tont ablt in 



0 

r 

Et ipd^Lm ^) «um • ttagaÜTjii. dat 



fM^qnidem amba» idam prortna Talare, ajmbolo iili tive •f'i *t<i 

— >1 sttloeeeria aoUoaem, Id Qmai abaqne «zpliealione 'paleL 



. .S==iikrcaio((-..l))±1^^./(V^»+t«C::i), 
.^iiliie a«fwiUil.(/Q. IMM ahit la 

qnaa item amhas idcm prorsus valere, symbolo iili &ijre -|-i sife — t 

•«lijeeerie aotioiiem, id abafBt negoi&o patat ex «Oi fa«4 triboa liiao« ' 

Arcain ((—!)), ArcMn((i))-f Accaln((i))— jr 

miiis reverA idemipia inest »ensns* . * • 

Eienirn m^mÜ* iUa (J> aalMafatM, dam ^!as»«t aii|B» riaMl aa.. 
flifliic« ^ 1 , idendea oradit* ' 



Digitized by Google 



aeopationts (13) menihfiilii], qoM In so «•■«i««-4Mii«et qviktm 
pidUtiMali?unimi '«oliito «eb aeqnatioiil Uli (6) «atisfiat qnanttM^ 

tes, fligoo illo Amin ((a 4^/3 V^)) sen An!tin((ar)) eiit ItkidR.' 
gOMlft. It&qve, realibas a et ß quibnacumque» habetur 
teqvatli^,^ 

(1)..,,.. Atcsm((« + pV*^))==Arc«M((ü) 

scilicet. . 



(14) 



in qaa praaterea aiguo dum aimui /3=0 atq.ue a«>l: 

sunt [dum « nuraerice ^1 est atque ß=0, ipsa 6 in 0 

abit], ex arbitrio +J aut -1 intelligi licet Quo igitar 
io ca«ü special! ae^uatiooem sie licet dcficribi : 

(10 ... . AwriD ((«)) = Awalo ((!)) ' n 

db[Arcsin(^,)-f+1^=I./{V-^1^i^)l 

= Arcain((l))±[AT<»in(^^,) -|j 

=ArcaiD ((^))± V^l./(V«»+V;?=i). 

Determioatnri nos deinceps , cuinam potissimum ex ionuitaeria, 
qnas in se contioet posterius aequationis hujusce (1) mem bnim, 

quantitatibus Signum illud Arcsin seu Arcsin (« + ß V — 1) nec' 
Don denominatio illa „I^rincipalis ipsius Arcsin ((.r)) valor" 
re«ervetur, nulld in hoc oegotio aliä ex praecedentibus Analyseos 
partibua nec adatricti aumua nec adjuti quidem lege, niai ut iden- 

lica evadat pro j ^2<2 ( ^» dofinitlonia locom ooeupatam 

demura erit, aequatio. Cui quum pacto aliter (ut facile patet) sa- 
tisfieri nequeat nisi Arcsin o: (ooptatä eä, quae positioni ^=0 in 
generali illä 



Arcsin ((l)) = |£2X« 
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.p.\mM mneis [] in aa^atiooe (I) praefixo debetnr; prof 
plerea^rata nobis et univeFsaUs Ipsia» Ar€simr4«üfliilM 

AcceptA aniventall hac definitioiie ' id carte coinparatuni est 

cpmmodi, ut, quae antea reali bus modo atqne noitatem 
baad, excedentibus x obtinuit iocam« aeqaatio 

(UI) ..... Arc8ln((jp))=Arcnii(a))db(Arc8rajr-^^ 

q uibus cum que a b hinc .r-valori bus, imasrinarii s aeque 
ac realibus, rata sit pcrniansura: — id qaod coUatis inter 
se aequationibus Ulis (!) et (II) plane apparet. 

De retero ox ipsa ilictioi)^^ aeqnationls luijusce (II) in ociilos 
cadit: videri nobis in praeseuti Aoalyscui» statu, nec injunctum esse 
officfann nec Teniara qnidem datam aliud quodpiaiii de notione illa 
Arcsiocr, duni u nvmerice >1 est^ statuendi in genef6 ntei 
bocdblom: siiTTuim illud Arcsia-o In Aoalyai nnaquaiiir 
|>.ro l adhibctur, nisi quo limes nm(|iiani slgnlfice- 
tur ipse, in quem imaginaria ea,^ cujus tunc nientio sit, 

functio Arcsi n («4 |3 V^^) conv»rg>at ß s-ud i&deü,uite 
in 0 tendeote, verbo: 

(ir)....Arcsina==Arcsin('-^ + \ri:i./(Va^db V^^)| 

Sront ea, cujus sit mentio, a limi tem confidt, in qaem proposita 
üäedam «+Jff V — 1 ttot «— ÄV— 1, decrescente Namero £f 
in. 0. indefinite, convergit *).. 

' • V 



ctHu e»^e offitilum. aec dMaat q4iiil«m '««ni^m iiaUoui» AfCA^o» 
fmjiis aliler d^finieqdaef ij reciA 'eonseqniiiir ex eo, «|nod i**) pra.ec^flen«> 

tbs Altai yscos partes liberum oinnino nol»is pcrmitfiint .-irMTrium AViram. 
jiolissimnm placuoril ex amh ibii.% , quirs praesenti in ch»u suppedi tat poste- 
rius aetjualionis (11) seu (Ii') mcmbruin, qaauiitntibus hoc sigao distia^ 
gmwli, nee Sl*^) aeq>«aalihai da A^alyae»» paalihiia (quippe qdliHMi 
ad hoc usque lempus uuUus omaino fucrit usui^ ftigai hujusce} nc minima 
qptidcm dala uubis fiät eaa.s.<ia , cur altcram amb.irum (|u<ts modO dtximimt 
«luaalilalum aller! pracfcrrcinus (£Uüd<<iiiiuodo ; qu<«re , doncG huiu>«ccinodi 
fonliim dau .biedt «aima. aen. raüuD. caClMjciu, pariciUaak nai4j9a|saf^ 
qoraa praevertat, qni lemen- ita millftqae certll .addacin» ^jyt^Ki. jj|0^b|f||ff^ 
allari earom hoc signum addicere sit ansuru».' * J. . 

Praalarea qncmadmodum eä , cujas in ^Eaacedentiboa [vid. notam ^nb 
aont^Xtu p.'ij. 388. T. IX. J mcntionem fecimns, defiuiliotie signi illius O", 
«ie ^oqne (aii aobis iridetar} deüailiune Ui& (il'^ accept^ de&ideriia Analy«> 
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a%.Aitgiii((^iVHi» i='Act8iiiaij)'it [f^^u(ß^tp:fi)i 

nec non , V* 

,010 .... Arcaln(/JV^)==:i*r:;:^./(^^.V^ 



S. 8. 

Quid Tft(6at:«l^ii«iii ireeo^m *% ^r-valore quajibet ^ 
I. Problema hocce „Invenire quantitate« ea« 2 oni. 

«o« apprime wt .atUfactiim. Sdlicet dgn„m hoc 0», qaamqna^t nullum 
üli ahum couc.d«re licint mum m,i lim««, m«Wpl«i ÜU «uidem . to- 
lidem functionum diversarnm sisnificciur, nemini tamen ia nünilem Vaidt. 
cöowbum cx Analysi plan« tollendi. Pravum sane tale fuissct potwilium-* 
IdOl^ «ufern vessimc, ul pl«ne apparct, in Jiac rc Analysi for<ft coasullum^ 
si It« dcfinlretnr ii6c C^, nt tmicae inde fanctioni ci_^quae liuuiem conliciat ^ 
t^^ttiii^ ^ ^^'^'^ expyftMionum (a-f proprium id t». 
(Da ]i«e re plnrft in „Nota II.« ml» finem dissert.) 

pidbu ]HNMtera# ex om^^^ plaue apparct non pos«c noj.. quin et pri- 
»tmum lUnd mastrmimi Caachy coneilfttm signi Arcsina fpr». a^SO ex 
Wysi prorsna tollendi rcpiidicmus et novum, qnod pag. 386. operia pra«- 
darl „Bxerc. d'Anal. et de phy». maf hom." nupcr adniodum promul- 
garit auctor inclylissimus, novum (iuquam) sigoi hujusce alicrulri soll et 
^dem anperiori, ambarnm qaaa In posteriori aeqaaiionis nosirae Ol'l 
Tnembro coaiiiwaiur qnaaOiatai^ .Tudfii^awU •^m^Vk fkiuM im vrttdaaat 
tekementer .HJabitemua, • r*^^"^ 

^ . P o&t 8 er Iptiini. 

DiaaimDlare liao Uco iiöii fAa eat iHwmet ipso« is ea^ ^am de hac re 

tnno 1845 Academiac Scienl. Stockholm. obtaltcniMa, ^ ntrlaHomi l^iUM«i 
Joe in „Actis" anni ejusdem rclata est] novam liaiic ipsam definiSonem 
Caachyanam nostrA quidem parte sponle proposui«aei postea autem re acca- 
ralln p«rpeiiai et «ptidem ingenti ipaA «Bimf obUctationo ex eo, quod no- 
sfram hanc definilioacm aic nm» UU Canchyaaäe omnibna omnino namens 
congruentpm es^-e co^ioveramns, praetermissA nos in Nota, qnae de hu re 
in Acad. Ödont. Stockliolm. d. 2. Febr. anni hnjusce 1847 supplcmontl in- ' 
Itefpr« ecedentiatnr rolata faiti uam, quam heic supra iu medium urotuUmns 
«■nifaiiiem prioris in. locnm deniqne sabstitoisse. 

•) Pfaetedej^^ es Aiifljsc^ partlbas commonere hoc loco juvat, 
wmM «e aoaeiiee ^ 1 , signo Ülo Arccus ((a:)) inieliigi 



^ Ai«ees:rJ;>Mr M« AiTcos((i))-tArcco»a?, 
nU. „Araeoa«;** bocca limiübos 0 et « baad «Kcedante. 

4* 
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(15) Cost=:<» + |?V"-^=ar (o et ß realibns)", 

I 

accurate, ut ex aequ. (4) patet, idem est ac probleraa „Invenire 
quantitates eas z universas, quibus conditioni 

Sin 



fiat 8ati8*S ideoque solutum jam isthoc habemus aequatione ilU 
(I) in §^ 2. praeceu. i. e. aequatione 

(16)..:=! - ( Ar<;sin((l))±[Arcsin^ - 1 + V^l . 1(y+:^S)]\ 
= Arccos ((1)) ± [Arccos^- V~l.l(y + 5)1. 

denotantibus hcic y et d easdem, quae in §^ praeced. expositae 
sunt, expressiones. ' 

2. Iis convenienter , quae in doctrina jam quantitatum realium 
fuerunt accepta*), universalis ea formula [posterius inquam aequa- 
tionis (16) menibrum], quae in se cunctas continet quibus pro- 
blemati huic seu aequationi (15) satistiat quantitates» sigoo illo 

Arccos ((a-|-|3 V^—1)) seu Arccos ((:r)J erit inteliigenda. Itaque, 
realibus a et ^ quibuscum que, habetur aequatio 

(I).... Arccos ((a+ß\r^)) = | - Arcsin ((a + ß V^l)) 

= Arccos ((1)) i: [Arccos y V^l . /(y+^ S) ], 

in quä praeterea (sicut in §^ praeced.) signo 

siraul ^ = 0 atque c(*>l sunt [dum a numerice^estat- 

que /5 = 0, ipsa ö in 0 abit], ex arbitrio +1 aut — I intel> 
ligi l icet. Quo igitur in casu speciali [y tunc =Vo* est, 
ö=z V a'-*— l] aequationem sie licet describi: 

* 

(1 ) . . . Arccos ((a)) = 2 ~ A'csin ((a)) 

= Arccos ((1)) + [Arccos -V—l . l(Vtt^±^ä^)^ 
= Arccos (C^^)) + V^l ./(Vo»+ V^^l). 



*) Etenim aeqnatio (I) subsequens, dum /?=0 est alqne «imDl a (Mtmerice 
^ 1 , idenlica evailit. 
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Determinaturi nos deinceps^ cuinani potis^i^imum ex ioQttaiMM» 
qnas continet aequationis hiijus (F) membrum, quantitatibus sl^num 
illud Arccojio; 8eu Arccos(a + /3 V^^) nec iion denominatio illa 
„Principalis ipsiufi Afcco$((a^)) vaior'' re«ervetur, iisdem 
ac in 6^ pnMced. rationiBiis permoQ eam ipsam, quae posiüoni 
k=iO n geoeiaB illA 

•igno<|ue plus uncbi [] in «e()u. (I) praeffxo delietur, hoc modo 
inst^iendam esse cemcnius, ideoque ratam^hanc et vtoiTer- 
.•aiem ipaias Arccosd? •tatneDdam eaae aeqnationem: 

= Aic«iii(« +/5 V^). 

EzqvHraa jampafeet, V) eam, qaa# aataa realibus medo 
atqiie naitateis namerice h'avd exoadentlblia abtiniiit 
kc«»« aequatioven 

(Dl) .... Arcco8((.^))=Arccos((l))db Arccosj; 

qaibaacumque abklno ipains yalorlbu«, Smaffiaariis 

aeque ac realibus, ratam permanere, atqtie ^) nonis equi- 
dem de notione illa Arccos auni a nnmerice >1 est, nihil aliud 
«tatuendum ease videri nisi hocsoium: iSignum illud ArccoB« 
Iii Anflysi-nasquam pro a Dumeride >1 adhibetur. niai 
quo limea umquain significetur ipae« in quem* Jjinagi- 

■afia ea, cujus tuoc mentio sit, functio Arccoa (a-f'/'^'^l) 
eoarergat ß soft indefinite in Q tendente» verlNi:' 

(IT) Aiec«i«ÄArcceefr^ä)TV^:/(Vi^+V"S^ 

• . 'pföntea, cujus sit mentio, « limitem con- 

ficit, in quem proposita quaedam a-{-B\^—l 

, aut a—B\^ — 1, descrescente Numero 

^ in 0 indlBfinite« convergit; 

.=:|~Ai:f0itt«. 

Nota. Ex aequationilras (F) et 01) praecedentibus iu specie 
«Nuwqaltar csee, f reali qnilibet, 

=ÄICC08((l))±[j- V^1.I((J+ V?Hl) J. 
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(II*');... Arccos(|3 V*=l)=|- V^./C/S+Vp^l) 
I ' . . — Aresin (ß V —1). 



N 0 T A E. 



Nota 11. . . 

(Vid. pag. 51.) 

Qaum supraalicabi [Cap. I'*] in eo eramiis, at definiretur < signnm 

illud 

{ßV^y^ reali ac rational! , 

ea tone qunque proponebatur quaestio ♦) , nnnine Analysi bcne feiltet 
consaltiira tribiitil huic signo definitlene qoAdain illi analof^d, quae «igno 
Uli 0/* antea [vid. notam üiib pag. 388. T. IX.J fuerat vindicata, ideoque 
accoptis hia deiuum aequationibus 



(a + y-~T)^ (Cos Sin /*t) 

prout positiva est aut neg. a, 
atqae ^ 

. . i . , • ■ 

' (ß^/'^)f^ = \\xn{a-\-ßyn^y tendcnte a snä in 0 indefinite. 

[Reverä (ut in pag. 394. cit. explicatuin est) faic 11 nie«, dura ß posi- 
tiva est quantitas, uniciis est ac pcrfccte determinatus, sive positiTä 
ex plagä sive negativd tendat a in zero ; at rero anceps, dura nega- 
tiva est, certe nisi ^ ipaa niimerice integra aut 0 fuerit] **), 

Tali ex modo rei gercndac id (inter alia) coramodi fuisset profectam, 
Ut nuUil in sequentibu« opus fuisset signi hujns mentionc spe- 

cialis quippe quuniam singulis dcniura calculis iis, ubi forsitan de hoc 
■igno ageretur, ea, quae de (a-f ^VI-T)," positivd a ncgativäque jam 
luerant allata, suiTectura essent. 



I 



*) Vid. „Ohgcrv." in pag. 393. T. IX. hnjus ArcUivi. 
) Commonere juval hoc loco de£aitioiiibus , quaa in Cap. hoc 1® »ta- 



taimu«, lusce 



- *< 



(et + /? V^)^ = (+ (>)yu (Coi + Sin ^r) , 

atqne 

id esse Analysi concilialum commodi, nt 
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Diaainiiiliiri non potest roverd permaltas, citsdcmqne ^nivioris 8ane 
wamenti, rationcs ad huncce modum rei gerciulac coiuprobanduni ad- 
Iwii optime licere. Scilicet (ut paueis ntamur) quemadmodiiiii» dan de 

rigao 0* agftar, innumera Analyaf eootisgunt emolnmenta ex tali defi- 
aitionc, qud nallas lUi alias ia antecesanm tribitatur aensna nisi maUi- 

lex ille liinitia, in qaem propositii quacilam (^a-^-ßV^ — \)y , tendenti- 
us demum a ei ß aoia in 0 indefinite, convergat: at totidem certe e 
contrario conaecotura eaaent incummoda, ai ita definiretur hoc oS'» ut 
aiai faiar i lade coipiam horam limitviii forel adtxani; ric tm de aigno 
QjV—iyt, en^aa heic mentie eaty* jiiae liccat judicuri. Nec aane irritiim 
U Tidetnr etae praeaaginm . fore bt Dali olini definitionia g^enere gandeat 
hoc quoqtic s5«Tnnni {ßV^—V)ß, sciiiret coniirinatii dcniiim ]>robataque 
oronibna ed, quam u nobi« equideni in Cap. 1^ pracced. allataHi «anclvit 

poatea lUnatr. ipsc Cauchy *), opinione de sIgno (a+/V — 1)/», ne]^a- 
rtv^ft ^m«e m pofitifd, Analyaeea Ift matt tDrtoHe^ ]^rftii>%ttH «iit 
tftoi Jitenpore, quo reaidet uaqae pi eriisqu e mos ille« ab .illul(|r. 

CtlK^y 1ice«ptna, Ht aigmrt» lioc («-f- ,^ V —1)" pro n n«|^li«d («klai 
forte /a integro fuerit vaiore ikwnerivA ant Oj ex Analjai plane rejectum 

e«8e cenacant, invetcratiiqiie insuper consiietndin« «i<^num illud (ß^T — i)ß 
numqiiatn non liiniti tioliiis, quam Analysi snperstiteni reddiderant, 

(jOL-^-ßS — [pro a püMitivaJ rcservatuai e^ae judicandi, praeaenti certe 
tenpere (inquam) rem alitbr, quam nt tat Terlii« in ,»OI»aerv.*' modo 
citatd allatia codat^» ditimendl Deo>cop{a ^at nee apia tatie oecaaio 

Aliter, ut patet, longe aeae feo lilÜer de aigno illo Areain« [a na- 
merice N 1] babebat. %ulld enim ex antecedentilm« cnjuspiam rationibna 
praeauropta erat de hac rc npinio, qiiippe qiiod apud (Jaucby aolum 
illata fuerit aigni hujusce nientio, eadeiuque — certe ai noviaaiiua, qnae 
de iiae re Diasertatione in ),Esercieee" «pi« anni proxime praelerlapei 
edidit» Terba exceperia — nonnist at bx Analyai hoc aignatn tollendi oc- 
canione nterrtur. Kc igitur ad htinc uaque dieni aic fere integrd relicta, 
a prinie iade aderesan eam, qud uai aumua quaeqnc aola Analysi vere 
aantaria eaee Tidotor , deflnltiooem atataendi oceaeiimeai amplexl 
•MIM oomiModMi aatie aiqno idoneain. 



• empcr limitem rcverA conficint, unicura cum qoidcm ac pcrfocte dctcruii- 
Tiatam, in quem (a-f-/?V^l)« unaquaeque, convcrgeulc ß .<>uä [posiliva k\\ 
i»ta an negAti-rat nil refcrtj iu 0 indefinite, teudit: "verbo [A et B Nume- 
ri* dMolaoliliaa] tiflapef «aae 

et iL" — lim a+Ä V^)/* 
at (— ^)/* = lim(— ^iÄt"^>*. . 

*) Vld* HPos*««viptana«« iUad ia p«f» 48S» IX linjee Arehl^ 

**) Qaae lieet ' ' ait in geaere admiaaa kacaaqae defiliiÜo aigui 

(jfV — lyt« nihil tarnen iaipedit qaominna» qaianmqoa «ritt eei forte poliaa 

placeat altera cujus supra mentioüem fecimus sigtii liujas definiHo, is sin- 
pulis in cakuUs (uhi signi hujos 4rit opus), donec vulgo forwlan nova hacc 
defioitio oiim Xucrit usu recepta, expressis in antecessom iadicet verbis eä m 
ia» tvdc tempefis eaae nanrnnt. 

V) Couf. uutam ipsaiu couteztui in pa^. 51. praeced* aubterpoailam. • 

III ii—i— — I I I 
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Aufl^^^un? der beim rechtwinklichten 
mptübnsehem, Dreieck TwkommeBilea 

ri8clie Fünfeck. 

Tob 

Bmcu Dr. IL A. F« Preiitel 

!■ fiüito. 



Vorbereitende Betiacbtniigeo. 

{• 1. Es «ei ißxVJ/(Taf. IL Fig.,lJ ein spbSrisches Dreieck, weU 
che« bei ^ reefatwoiküdil ist RMNE sei «e 4«b Meck ent- 

a>recheilde kririterliche Edke. . Man denke sich aus K mit dem 
albmesser KB—KM = KN die Kuijel FBNSQU beschrieben. 
Es werde ferner die Seite UN über die Kuj^eloberfläche zu «lein 
srussten Kreise NBFJQS, die Seite jSjV zu dem grossten Kreise 
NMDLR und die Seite MB zu dem srossteD Kreise BMGHT 
erweitert ' Ferner beeckreibe man aiie B, als Pol, den £;rrissten 
Kreis JEDGS, und aus üf, als Pol, den grOssten Kreis /^£LÄQ, 
(In Taf. II. Fic. 1. sind nur die auf der Vorderseite der Ku»el liejjen- 
den Hälften der f^enannten grossten Kreise zu sehen. Taf II. Fig. 2. 
stellt einen Theil der auf der Rückseite der Kugel liegenden Stucke 
der Miaontengroflsteii Kreise dar. Taf.n.Fig.2. fstnSnilichdasBlld 
der Kogel TaLII. Fi«;. 1, wenn man diese letztere sich umFQaks 
AebseiVpn der Recfiten zur Linken um 90^ iredreht denitt) 
Nack Obigem ist in TaC II. Fig. 1. und Fig. 2, 

Bog.NBF=Bof;.FJR=iBog.RTQ=zBog. QSN=^XI^, 

„ BFJ = „ BMGz=: „ BNS = =90», 

^MDL= „MGH=z „ MBO= „ MJSP=^!^. 

Da aNe i^rMsten Kreise, welche ans einem beliebigen Punkte 
des grr»8sten Kreises NSFRQS beschrieben sind, den grSsstott 
Kreis NMDLR, dessen EboB* dadi den filittelpiiiikt gdqi^ ist 
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ond auf der E^>ene jenes grussten Kreises recbtwinklicht steht, 
in einem um 90" von dem grüssten Kreise NBFJRQ. entfernten 
Ptokfe scbneideh, so ist auch 

ferner sind die sphärischen Winkel: 

Von den auf der f^ugeloberflSche durch die angegebene Kon- 
struktion entstandenen sphärischen Drei-, Vier- und Fünfecken 
, müssen nun, Behufs des Folgenden^ einer g.enauenBetr^chtupg unter- 
iraifeii werden: •?..{...>. 

1} das sphärische Fünfeck MDEFB (Taf. II. Fig, 1.). 

2) die sphärischen Dreiecke MGD, DLE, EJF 

(TaC IL Fig. L) und BQF <TaC 11. Fig. ' 

Der leichteren Uebersicht wegen soll im Folgenden die Seite 
MB durch ii, die Seite durcn b, die Seite jVi? durch c, der 
Winkel 31 BN durch B, und der Winkel BMIS durch C bezeich- 
net werden. 

Durch Betrachtung der Figuren ergibt sich: 

a) Das Maass der Seiten des sphäris eben Fünfeclcs MDEFB 
ist den in dem ursprünglich gegebenen , rechtwinklichten sphäri- 
schen Dreieck NJuB vorkommenden Seiten und Winkeln, oder 
deren Komplementen beziebungsiveise glelcli. Es ist nSmIlcb' 

1) MB^a, 

teroer EG=DS; zieht man hiervon 
DG^DG ab, so erhält man 

4) ED=^GSz:z^Bi 
• : emUieh ist FL=:EO 

■ • • » 

und EL=EL; dieses abgezogen 



gibt 6) JS;F=JÜ5rs=^C. 

b) Die. I>reiecke, welche über den Seiten des sphSrischttn 
FjinCecks liegen, sind- SSmmtlich recbtwinklicht und zwar: 

^^BNiV bei iV, ■ • 
^MGD „ G, 
XBLE „ 

„ O. 
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Ferner ist daß Maass der Seiten dieser Üreiecke den Seiten und 
Winkeln, oder deren Komplementen > welche iu dem ursprünglich 



geffebeMD Dreieck BNM TorkomiiieB, • V4v»'itai MM^ 

wmehe sQgleicli ß«lten des sphärischen Ffinfecks sind» Ist dieses 
schon nnc!ii:^\v!e8cn ; für die übrigen f^r^ibt es sich aeii FelgewIeBl. 

In dem Dreiecke HNM sind die drei.8eite|l S» (f, C. 

In dem Dreiecke MGD ist •• . • 

, DM:=:^W>~-h (s. oben)> • 

1d dem Dreiecke DLE ist 

£D=zß (s. oben), . 

In dem Draieck JS/«* ist ; ' : i ! 

. JBF;rC <s- ebiaifc . / . 
EJ^iBJ-DE^W^-B, 

JF- /Ä— Fi?=:90ö— (lK)o - cj=c. 

o la dem Dreiecke FOB endlich ist 



Zusammenhanp^ unter den Seitendes rechtwlnklichten 
Dreiecks« so wie unter ie drei Seiten des sphärischen 

^ rknrecks« 

• • • 

$.2. Lehrtatz, In jedem recbtwinkÜchten sphäri- 
schen Dreiecke ist der Kosinus der dem rechten Win- 
kel gegenüberliegenden Seite gleich dem Produkte 
aus deu Kosinus der beiden Solten> welche den rech- 
ten Winkel elnschliessen. 

Beweis. Es se'iBNM (Taf. II. Fig. 1.) ein bei i^recbtwinklicb- 
tes sphärisches Dreieck und BKNM 'die demselben zugehörig^e 
körperliche Ecke. Man falle vbp B auf KN das Loth BA, und 
vom Fusspunkte diese** J.ofhes /( auf KM das Loth CA und ver- 
binde B und C durch eiue gerade Xtioie. • Hierdurch entstehen 

Btlä iää^MCA bei C und BÄK bd 



drei Dreiecke, von 
A rechtwhdciiciit ist ^ * ' . i *.i ' ' 
Es ist nmi 

im A AKC: ^=zcosMN, folgUi^h KC=KA.casMN; (1) 
lm^BAK:§i=coaBN, ,> KA^KB.cwBN. (2) 
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AMItelft nao itn Wertii von KA ans (2) in (1). so ^MltviMi: 

KC * *. • * ' ' "i 



Dt 



10 ist 8QCh 



cos jlfi? COS ilfiV. cos i?iV. 



Ist Iran Gber der Seite emes rechtwfttkKcbt^ sphSrischen 
Dreiecks, welche dem rechten Wirikel g«j;;^rinher steht, atif di^ 
oben angegebene Weise ein sphfirisches f^tinfeck. verzeichnet« ,06 
gelten von diesem folgende Lehrsätze. i - 

|. 3. Lehrsatz,- Der Kosinus jederSeite des sphSp 
iien Fünfecks Ul* gJ.eieli dem Produkte dert^l*ns 
di^t beiden mit ihr zusammenstossenden Seiten. 

Beweis. Nacli V,oms(ebi(ud«m M im Dreiecke MNB 
(Taf. 11. Fig. 1.) 



«.3. 

' riscben 



000 MBsptßß/tN'^eo^BNi 



«Bmer BN=:m^-^FB und .Vx\ = 90o - Dil/; durch ü^ubstitution 
dieser. Wer tbe in die voranstebeodc Gleichung ergibt sich, dass auch 



Da nun co8(lJ0^— /^ßJ—sinFJ^^ und C08(^^ -DM) p^siu DM. so 
ist auch . • ' • 

» .. cosilfJ3=:sinZ).V.siöirÄ - . 

•»..■•". ' 
• Eben so beweist man mittelst des Dreiecks DGM, dass 
eos DM = sin MB.sm DE, mittelst d^. Dreiecks DiLE, daso 
e^^EfiszaiaDM.emEFj u. s. w. ' .. \ • . . . 

6. 4. Lehrsatn»: Der Kosinus jeder Seite des sphft* 
riscnen Fünfecks ist ijleith dem Produkte der Kotan- 
genten der beiden iSeiten, womit »ie nicht xUsammen« 

stuss t. f '. i . ' 

Beweis. Es ist nach §.3. 

< . .t 

coBDEzssslnDM.iAKkEF, 
caaEF^ElnDE.'siuI'B, . 

f ol^lic^ cos DE . cos sin DM. sin EF. sin DE . sin FB* 

Dlyidi rt man diese Gleidietag auf beiden Seiten dnieb 'ein£l' 
so erhält man 

cos DE* cos EF . rkMM^'.^PD /«\ 
sin DE . üVJkEF 
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. I . E« tot aliM ° • t;,' Ii 

sm X>£ ° am Eh 
und / 

Durch Substitution dieser Warthe io (a) erhält maa 

' co<gl>£.cotgjE:F=€MjirjB, 

Diese Gleichung erliHlt man immer, wenn man zwei beliebige 
Seiten des sphärischen Fünfecks, welche in einem Punkte zusam« 
mentreffeu, als Funktion der mit jeder von ihnen Zusammenstoß- 
^nden Seiten ausdrückt ($*3.)y die beiden Ausdrücke, welche mao 
erbältV multiplicirt und die oaon. vorliegende G)eichqqg mOgfielut 
vereinfacht 

Auflnsnng der beim rechtwinkllchten sphärischen 
Dreiecke vorkommenden Aufgaben, v ermlUelt durehdas 
^ sphärische Fünfeck. 

6. 5. Filr 'dae Folgende, wie för den praktiaelien CMwanch 
fibernaupt, ist es bequem, das Bild des sphärischen Ffinfecks nnd 
der über seioen Seiten liegenden Dreiecke, abgesondert von der 
Kugel, vor Augen zu haben, wie es in Taf. II. Fig. 3. dargestellt ist. 
* ' Zu den Stücken, welche bei der Berechnung des rechtwink- 
llchten sphärischen Dreiecks in Betracht kommen , gehören die 
Seiten a, 6, c und die Winkel B und C Diesen Grossen oder 
fbrea Komplementen entsprechen die Selten den beechriebenea 
sphärischen Fünfecks beziehungsweise. Soll ins je zwei von ih- 
nen fiine dritte berechnet werden, so suche man die ihnen oder 
ihren Komplementen entsprechenden Seiten in dor Figur auf, 
drücke ihren Zusammenhang entsprechend einem der beiden Lehr- 
sätze §. 3. und § 4. aus, und forme die Gleichung, welche man da- 
durch' erhält, 80 um, dass die gesuchte GrOsse auf einer Seite al- 
lem steht. Hierdurch ergibt sich die Formel, nach welcher die 
nninerische Berechnung ausgeführt werden muss. 

§. 6. Aufgabe. Gegeben die beiden Katheten k und 
c, gesucht: 

a) Die Hypotenuse a. 

Nach S« 2. ist 

co«ascos6« cosc 

b) Der Winket B, 

im Fünfeck (Taf. II. Fig. 3.) entspricht der Bogen DE alsMaass 
dem Winkel B, ebonao \^ DM^W-^M nnd FÄ=lX) .-c. Nach 
§. 4. ist aber 

cos jPfi=Gotg />£ . cotg 

cos (900 _ c) = CO tg Ä . cotg (9Ü<> - 6). 
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folglich 

Aaf dieselbe Weise findet man 



., t 



. ^ sino 



$. 7. Aufgabe. Gegeben die eine Katiiete A'iwdsdie 

Ujfpoteouse a, gesucht: 

■) Die Kathete c. 
Am oeeas=ceB6.eeeeTelgt» dass 

ceetf£= r . 

h) per .TOB der Kathete h ojid Hy potenaeao^ln- 
geschlossede Neii^un gswinicei C. 

Im Fünfeck entspricht der Bogen EF dem Winkel C, Bogen 
MB der Hypotenuse a und Bogen DM dem Kom|»l erneute 90^ 
—6 vou 6. jNach §. 4. ist • 

eQe£JP»oolg MB^cai^MM, 

cee Cbscotg a . tg 6> 

c) Der Winkel B» .WBidtef der gegebenen Kn- 
thete gegenübersteht. 

Da Bog. MB der Hypoteouse a, Bog> MD dem Komple- 
mm^ üOft-^ ?on 6 nnd J^og. DE dem WlSU ü ettteprichl; vaA 
■tob S. 3. 

ces j[>ilf =sin iCfi. sin2>.ff 

ifltf e^ &8l 

eoe(90— d)=:8iiia.8injB 
oder • etd^sseina.ebJI» 

sina 

8. Aufgabe. Gegeben eine Kathete e und der 
all gegenäberetebende Neigangswinkel C, geencht: 



a) Die Kathete 6. 

Maeh §. 6. b. ist sin6=cotgCtgc. 

b) Die Hypotennse d. 
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Diach $4 2. c. ist . i. r -.i. nw.i « *. 

woraus folgt» daM 

sine 



'c) Der Nei gn ngs Winkel ß. 

Es entspricht dem Winkel ß der Bog. J)E, dem Winkel C 
der Bog./'JF und dam Komplemeota 90^ — c ?od c der Bogen FA 

€os£F= alo sin Fi?» 

cosC =alnÄ'.sin(iK)<»— c), 
cosC =sinß.cosr» 

coac 

%*9/'Av^fffaB€. Cr^geban dte^eidan NalgtxngsviDicel 
B und Cf gesudit: , 

• a>.Di« Ka^tlieta i. .. 
Eilen so wie {. 8. c ergibt sich, «lass. 



V cosJSsssinCcos.^» 



^ >• cosi? 



• ' • * b) Die Katbälte.e. . 
NMl|:f ist 



.1 i»i 



cos C= sin . cos c 9 

* • i • * * 

lalgK 

c) Die Hypoteousu a. 
Es ist 

jj ..■ ' cosJf^^cotgDE.cotg^F« • ,j 

cos a=s cotg . cotg C. 

• • • • ^ 
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Heller die sfninilftreD Werthe bestfaiHi- 

ter lategrale* 

Von dem * * • ' 

. Hfinn Pfo&sior ]>r. O. Schloinilcb (*• 



rf< (1) 



vor, worin x eine willkuhrliche Constante bedeutet ond <Jie Funk- 
tion /"(x.^) die Eioreotichailk besitzt, für ein ^ewutHea Kpezi<^e» 
s sich zu anoalliren, nie z. B. /(l für x = 0; in soktien Fäl- 

fefi meiot mao ge^ubnlicb, e» iuÜ2»«e für diesen VVertb von » aucb 
itt Wcrih 4» l iuM » iBla^niM wmek^^mUm, trcil ficlb te- 
selbe auf fO.dt reduzke. Dies« ist indessen nichts weniger ab 
a!l2Pnu'in rirht's und es muss hier v.n' h eine fie^ondere EinschrSn- 
kan« hiuznHelüut » erdeo. Eriofiert man -^'k h nändich , da^M das 
in Bo. (li^ aafgesteUte Integral nachU AiMi«^es aU der Gräiunvotli 



#= » Ji «MS «V BM Ür 

ßr wamäUk wmimmif^ u» also bis zur NaO aboelaMüie 9, wt^ 
hert, so cdbOMt man «gleich die Ricbtisfkeit f<r»leender ßemer- 
kiineen. In ^er Reihe /""i) nimmt ( f>uice-*.**ivff die Werthe a-f-d, 

a + 'i^,...a + n — lti=r/y — 6 an. d. h. ei? dtjr'Ll^jft In- 
temU i=« bis i»tatti/(s,^sO >mi tyrrirtira 
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der etwa %' beUsen möge, gleichgültig, welchen von den Wer- 
theo a, a-^d, a-|-2d etc. man dem i geben mOge, so Yerschwin- 
det jedes Glied der Reihe (2) fBr siä, und fo^ch erhält nao 
^•0=0 als GrSnzwerth; oder mit anderen Worten: dae Intesnü 

in (1) annuHirt sich, sobald f(K,t)=0 ist Tür x=«' and jeaes 
t innerhalb des Intervalles a bis b. Anders aber wird die Sache, 
wenn es unter den Grössen a, a-\-d, a^llö, etc. eine, d. h. in- 
nerhalb des Intervalles a bis 6 einen Werth von £, etwa f giebt, 
welcher die Eigeoschaft besitzt, dass die Funktion f{*,t) für 
nnd <=r nnheetlmnit oder gar unendlich wird; in dieeen 
Falle wird nämfich ^nea der Glieder in no. (2) selbst unbestimmt 
oder unendlich, und man kann jetzt nicht mehr behaupten, dass 
der fragliche Granzwertb, nämlich das Integral in (1), lür x = x' 
▼erachHinde. So z. B. annullirt sich der Werth des integrales 



für »=0 nicht, obgleich diess im AHgemeinen mit der Funktion 

. — der Fall ist. Innerhalb des Intervalles t=^0 bis t=h kommt 

nSmIich auch der Weith issQ vor und fitt^ dienen wird ^ . ^ nn- 

bestimmt =:^, wenn zugleich »=0 ist. Der wahre Werfli jenes 

Integrales findet sich dagegen leicht durch unmittelbare Integra- 
tiuo, denn es ist 

• t 

folglich» wenn «'bis aur Grinse Mull ihnimmt. 



• - • ■ V ■ « 

Zu demselben Reaultiite gelangtLaMUH durch Einfiihrang einer neuen 
Variabeln, indem man t=zKT setzt, wobei die neuen für x gel- 
tenden Integrationsgränzen durch die Gleichungen Qis^sf >-«aiao 

v=0* undA;=3»T, al8or=s^, bestunmt werden. Es ist 4wb 

.... ^ ▼'T^ 

h 

o 

, • f > ^ Q ... 

Qmm liWU^viMbMt e* idch nit dem Int^aln 



• « ■ 
» • - « * • 
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wenn man % ins Unendliche vraclii^ei^- l&wt Es ist dann zwnr int 
AllgemeineD ~ -^^j 

Lim I e-i»«*»^0, 

aber de8SW€f*feTi der Werth des Inte^i^les nicht =0 fiSr «rrx. 
Denn innerhalb des Intcgrationsintervalleß kommt auch der Werth 
(=0 vor und ftir diesen und jc=x «»teilt »ich der Bestandtheil 
e-/*^ unter die unbestimmte Form g— ••o_^» o^ Setzt 



mau dagegen t= wicd ^' \ 

nid hieraus findet sich för unendlich wachsende « 

- V 



indem man eine bekannte Formel io Anwendung bringt. 

Diese besonderen Werthe des Integrales (1), welche ftir ein 

E aar bestimmte Spezialisirungen x^ -»', t=t' eintreten können, 
eissen bekanntlich singulare Wertbc des Integrales und die- 
nen in vielen Fällen zur Aufünduiig der Werthe doppelter oder 




, ^ itegralen 

kuhrliclie Funktionen und willkübriirhe Consfanten vorkommen, 
von denen die letzteren gleichgültig lür den Werth des lotegrales 
sind. 

1. leb betrachte zunächst das üoppelintegral 

• " '*=/'''-/*^^/"('^'"' ® • 

worin e und h positive von iNuil verschiedene GrOssen bezeichnen 
und die Funktion f (t) 80 bescbalTeo sein «soll , dass ihr Diteren- 
aialquotient f'(t) stetig und endlich bleibt von 1=0 bis Da 
unter dieser Voraussetsung f(t) selbst weder unstetig noch un- 
endlich wird, wenn t ?on 0 bis A gebt, und da ferner der Aus- 
driuÜL I 

.TJmü XL 
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von u=E bis u=qo nlid, ^==0 bis tz=h niemals unendlich oder 
unbestimmt wird, so f^lgt» das« die Funktion zweier Variabeln 

(u uod t) 



worauf sich die beiden Integrationen beziehen, während der vor- 
hergenannten Intervalle endlich und stetig bleibt, und mitbin ist 
•ft erlaubt, i» dem Doppe|integrale S die ReibeDfolip der fate^ 
grationea srnsukefareo, wo miäcbst mck u m ialegnieii. QUm 



O 4 9 

Bei uDbestimmter IntegratioD nacb u ist pnn 



und folglicb, wenn man för « die GrSnxen «=od, einftthrt, 
Substitniren wir diese in die Gleictiung (4) » so wird 



Ferner ist nach einem bekannten Satze, wenn f{f) atetig und end- 
lich ist Ton tsO hl* <= 

« » * > 

und Ibiffficli. weil wir /*'(0 iak stetig und endlich wShrend des 
Intervalles 0 bis k tora«Me|zes> 



^ pur {u) dl 

o 1 



Lassen wir jetzt die Grüsse i bis zur Gränze Null abnehmen, 
ist yermage des ersten und letzten Warthes von S 



9 
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< 

Der Gränzwerth des Integrales reebts ergiebt sich leicht aus foi- 
gcnder Beneilteiif. Da f'{t), MmeiUib di» Jali^aUM OMA 

endlich bleibt, so ist diess um «o n^r mit f'(l09 wo X<<t der 
Fall, und folglich sind das Maximum und Minimum, welches f'ßt) 
iuDerhalb des genannten Intervalles erreicht» endliche Gruaaen. 
Bezeichnen wir sie mit M und N, so ist 

. •,.'» . : . r^ifjuuu. ' > •. 

i>iV(^^/(t»+.f«)-tjA(«»)]. 
Da sidi nan för anendlich abnehmend« « d^i Prodidcte 

|./(i«+A«)mMl^/(««) i 
te CMnM ITbII BUHm. m Mgt ' • > '> " " 

und nach np. (5) ergiebt sich jetzt das bemerkenswerthe Jheorem 

n. filr «k Bweite« Beispiel gel|fp .wir .▼09 4»m^Dm^p^il^^^ 
tegrale • - 

5==/* V«-^«* — ««-«^>/(0 (7) 

SMM y trorfai «> un^ h positive von Ndlt verschiedene Constanten 
bedeuten und der Funktion f{t) die Eigenschaft zugeschrieben 
wird, dass ihre Derivirte f {t) stetig und endlich bleibt von tf=fi 
bis <=A. Da unter diesen Voraussetzungen die Funktion ** 



5 ♦ 



Digitized by Google 



^ • • . - • » \ 

weder unstetig noch unendlich oder unbestimmt wird rnnerhafb 
der iDtegrationsintervalle u = Q hlsu^cQ, ^:;:^bis t=h, so darf 
man stitt der Gl^hun^ (7) ilwär' UmkMffdDK latogntioMh 
•idnnDg auch die folgeode aetien: 



I I • 

• ■'. •: '.1.: 

• • • • 



Vaniritge der Gldidmiig /tQs/(!Q) 4-^(14 iat dasn weiter 



.1? « 



Setzt man im ersten laterale a^^^T, so wird 

o • * 

o 

Lassen wir nun o} ins Unendliche hinaus wachaefe» ao eigieht 

sich vermöge des eiataa uad letaten Wertbfa Teil . lU i 

O ^9 

Da /"'(A/) von f=ü bis t=h stetij* und endlich bleibt, so sind 
sein Maximum M und Minimum J\\ welche es innerhalb dieses 
Mamllaa'erreiielit, eildlielNf CMaaeii «nd 

••♦.1 »l.il' . ' *a ' ■ • • 

a. B- • . .. 
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sieb sogleich ergiebt 



«d fol|(Usb Dach no. (8) . \. 

Beide Tbeoreme (6) und (9) habon das Besondere, dass der 
Werth des , in ibnen rorkommenden Doppelintegrales unabhängig 
voD der ConstaDten h ist, vorausgesetzt, dass dieselbe positiv 
«od >0 bleibt Setzt man h=QC und wählt dann f(t) so, dass 
/*(() stetig »d esdUeh bleibt Tim 1=0 bis Isao» so kam man 
Mit sbi paar passende Baisplala iailMi ftr.. wsMsr aM dla 
fabigiatipneD ausfiibreD lasfeo. 

•Mit man eiMjHM'liodi /(0~9(<v+4» minr ^(t) stetig 
iMliiidItch bleiben muss von i=-.r bis z!=r.T-f-A, so genen die 
Theoreme (6) vmd (9) iu die etwas aUgemeiDereo über: ' 



• •• • ' Jim />h ,,i_n ■ ; « 1 
% .% r • 

wobei die Variabele x der Funktion q> als arbiträre Constante hio- 
dditÜch der liay<So nach t und u auszufOibrettdeo Intesrationea 



•••• • 
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:f*ilM!r *» 'Iii;*.' 



Kiiti^hG|l^eliiw besttmintef Intef rale. 

Herrn Doctor F. Arndt, , 

. • • ;.! • ':» * ' . 1. * . • ,: • .. I . » .1 

I. • . .1 . \ . * • -1 ... il^ IkiII 

:• . . . .» . 1 . . i • '»»*\ 

D«r Warth «iMs li*»iimrafm- Iiitei^r^'tM M Ii9üfig- dä^ 
durch finden , dass man (lir einen Factor der Fnnction tä^ikti dkA 
Integralzeichen ein bestimmtes Integral setzt; und dann io dem 
entiitaudepcn Donpelintcgrale die Integration umkehrt. Da dio An- 



weudm^g Methode mich. niQl^t blas zu ein«c «UUf^keu .Her- 

leitinig hekftBnter Integralwertbe, soDdcm «och tnr EsMciiceliiiig 
neuer, auf anderem Wege vielleicht nur umständlich zu ermitteln- 
der IntegraJe «eCttrt hat» so dürfte dfia.i^'okiAde i^cbl ohae 
teresae 3 

' 1 Xt J J I * I /** cos \. 

1. von dem lotegral co = / i-^^ ' ** 

•«•fiatat ' mau für den Aietor fw daa bestimmte 'Integrul 
€r*»tAnidx, und kehrt die Integration um, ao «hilt man 
«= / cMMN^eftr / r^afaix0»=: / sin s8z / «-"'MmSbr. 
Bekanntlich iai mm J e^eoBnuedstssz-^^^, folglich »as 

. ^qFS?' 8«**^^' «=J, l+:r« ' 

. ^ ir 1. 5ß> «ainmaraar 

m positiv sem musa. Da nun offenbar = — I — j- 



90 erhält^ man die Differentialgleichung u)-|-^=0> deren Auflö- 
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sogleich tt>=C0~"' gieb^, wo C eioe TOtk m unabbftogige 



OoHlaDte iat Um dteM su beetimmcii, bnmcliC wm imr 

MlMB, «roW^^y]* 1:^ = 1 übergeht; M bt äjiO e==|>' 
mid folglich 

• lind dann «soft geaetit, «• konunt 



a) 



MTo a und 6 positive Grossen sind. Auch darf in der erstem Glei- 
chung 6=0, in der zweiten «=0 sein. * .*''*' 

Tjacroix erwähnt im Traite. Tom IIL-p. A\Y2 — 93 mir beiläufig, 
das$ ein Veri'ahren von Laplace, den Werth des obigen Integrals zu 
MliiMdii,aafDoppelintegrationsiiracl^oniiiie<«'est par la consl- 
44rmtloD des Intdgrales dstiM«s; ^ue M- Laplace l^obtenii» 

cntre les limites eta:= infini, la valeur de 



sind seine Worte). Mir ist diese Methode übrigens nicht gegen- 
wärtig, doch scheint es die von Mindins (Integralrechnung. 
Beriia. 1^. S. 240.) io AowQodang gehxachte au.««j^ in^^^ic^ 
mit «in« piSweatialglelclH»g swaU«r Ofdiiang föhvt • 

Gam ungenügend ist die. Herleitung von Poisson« w.elcbe 
Laef otz a. a. O. aii%WMi«inent«t Roisson 'dßierenzirtiiSnilic'h 

cos tiuc^x 

die Gleichung »=: / zweimal nach «1, und ündet 

a*w x^cosmxdx , , />« 

X — 5 = — / ri — und daraus w— k — ^= / cosmxcx. 

Er setzt den Wecth -dieses Integrals =0, wegen der bekannten 
•f mst arhalU« ind aaout wurde dar Werth vsa (s-^g^s 



vielmehr «abtifaMt sein. Diea ist indessen wieder nicht dev 
Mb 4a MW 4er obigoa atrens:eB. ikvleibng der CUaiabHag 

•oi^i^ ia iar nat foigl ^;=4I. Woiin liegt naa dieaet 
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\yi4w«pruch? Darin, dass die (Gleichung g^ = ~ / 
gans unrichtig; Ist. Das Integral rechter fibnd bl |inbe9tinint« 

■"^^'Vo ""TO-^/o r+^^^ ^J^,^mox 



bt, wo mir der ante- TfreH nnbestimnit, der an« 



dere bestimmt ist. Hieran knüpft sich eine wichtige Bemerkung. 

Wenn in einem bestimmten Intesiral eine der Grenzen 0 oder 
OD ist, so darf man nicht immer nach einer Constante unter dem 
Integralzeichen differenziren, d. h. es ist nicht in allen Fallen 

/ f{a,a)Ba:— 1 sobald eine der Grenzen niyii 

=0 oder Qo ist. Man wird auf diesen AusnahraefalY geführt, wenn 
man den Beweis dieses Satzes aufmerksam durchgeht. Besen* 
dere Untersuchunsen darüber behalte ich mir vor; hier mag ein 

Beispiel genügen. Es ist bekaontllcb / — ^-i— 9x=i7r, wenn jJ 
positiv ist. Differenzirt man nach ß auf gewöhnliche Art, so kommt 

'"AD 

cos/3d^x=0> was nicht richtig ist. 

Dieselbe Bemerkung findet ihre Anwendung bei den^***"**®^ 
welche man durch successive Differentiation der. zweiten Gleichung 
(1) nach b gewubnlich ableitet, nämlich , 



r 

J -o 



Diese FenmAn selten nur f«r i(=:0;filr J^s:!, z\ etc. «M'fPto 
Integrale linker l9and unbestimmt, wie man durah ■ Zc(riiäm|f 

der unächten Function „ » oder » , ^ ''^ ***"® ganze und 
eine ficht gebrochene sogleich findet 

i^Qg QxSz *' 

IL Von dem Integral - ^^^ log(tw). 

cos «P*^ cos ttzdr 

Für log(Mz) setze ich hier / ^ dlx^ Die Iden* 

titftt beider Ausdrfieke-wird auiffhlgende Art nachgewiesen. ' ' " 

£sseip=/ • . ■ ■ ■ ■ ftr = / . dw— / dtr, 

t/p * kJ V ^ kJ V ^ 

wo p>0 sem soll, damit beide Integrale beetlnmitiB endllell^ 

Werthe haben/ Setzt man min (m swelten Theii ^ s jf, 00'koiMml 
£2^8»«= r^^' = ßr. Daher M 
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/ p c0S£g^ Entwickelt man dud —jj- lo eine Reihe, und in- 

tegrirt» so koromi 

. I .«.. ...... 



Lässt mao eodiieh p sich der Null nähern, so erhiiit man 
.... *\ , \ t I , 

nN (2) / da;=r&» ^ 

und folglich / ■ ^?y*^^''** 8a?ss log(ta:)> Wird also dieser 

Werth von log (uz) in dem vorgelegten Integrale substituirt, und 
daqn die IntQgrjatioo umgekehrt, so kommt 



f • COS oiöz /*• cos j: — cos utx . 

Der erste Theü de«, zweiten Integrals, nfimiich / ^^^^" casjc 

ist = ^r-^GM±' nach (ij; ferner hat man /^r-^^^^T" 
, COS(«+tur)z+cos(a — , /**C0«(ll + ä_ 

=•7, ^=^J, —7^^ 

, , /** cos(a— «j:)2^ , ^ m .■ * i/ i ^ . ^ . 

i-k J — * ^ " iÄ^^^""** 

(flsdi (1)). yfiiB aber den- 'S Weiten ^heii. fa^triift,' so ist er 
ss^e^C«-^, das obere oder nntMre Zeichen' glfhomiAren/jenaeh- 
dem a — tu: positiv oder negativ ist > d. i. jenachdem a; zwischen den 
Ctoisen 0 ^» odertAwisehcIn' ^niidooüegt. Daher ist offenbar 

(3) ^^^^^d.=^(^+e-^ bu, 

Ä^(e^+s-^)e-*^ Ton bi» «=oe. 

, . )....« 
flieiiiacli ist 
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von 0?==— bis :i;= OD. 



••••"^•1» • * 

• • • • n n 

TMll iumi also da« Integral • von «=0 bis 

bis i^oßf «o kommt 

0=0,5773160.... die CMistante des IntegraUo^aiiAmiM. 
Setaen wir ato» wie «choa früher geeebehen» 

y'>aO.^P>liMr ' 
— --— 0«= — > Ei( — aö)* 

. Die Function / da: ist io einer früheren Abhandluug 

(Theil X m Xm^. mit a'(aO beidchnet» imd dafiir bat fiao die 

Reihe 

TU» fffy 

Ci (m; = c + log /»-;. i . „... 



*) lat s negativ, oder »=— ff, wo y podMr« MmoMBiin logj^ utatt 
log« nehmen. Uie«e UntencheidiUg fiUU wegf wcna mm iioc<(s)' in 
der Formel schreibt. T». ..: 
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Dm Midlicii /* * (eoBW — ^^"t^ ^0 ^ weiter xn «■!• 

vvicl|^||A,. iösQ .mA/. jf^. und oiebSxponentUlfiaictioDen in 

vMMHichc Iiieuieii''iiirfiDd iBfiDg'ilie;^ imui eiliSlt dann 

4\\ I • ' Vt"Tr2~ ^ V f: 2.^.4 ~ rX*. 

^•^^"^ ,:a.u ^ a; —' 1.2"/ '•1.2...4~*•1.2...6+- 



^ 1.2 : 



Der filtere,-!?,«« ij|dMff,.PMid M. gßie^ Ci(|) .^C-:*»» (0« 

der unter«, wie man leicht findet, gleiclj^ C^log(a6) — -^Eiiflb) 



u 

• • » • < ' r .1*1 



SiifiiäteSirli ]nihi*''n«iii alle ^die gefaiftdoDen Werthe in dem obigen 
Amdniclc von o» ao l^gmmt 



T. 



Die Grössen a, b, u sipd hier, wie auch im Folgenden, stets als 
positiv zu betrachten." " a 

Anf elM §«» ibaliciie Art lamn man " iH ^^^^^**^ 

entwickeln. Man erhält nämlich ..... , .....iid> 



Digitized by Google 



7M 



Hier ist mifi nacji. (1) J ^ -^^j:^-posa:=2 c-«* CQsa?,} 
t/o .. ."^l/. ?TÄ* 

« 



erner 



Ist a— «jp positiT,' oder zwisclieii den Grensen 0 und so wbd 
ahs fetzte Integ^ J;letch -^e-^i'^^i, winn dagegtln a'-^kr nld^ 



gativ Ist, oder o; zwischen undoo iieg^ so wti ' ' ' ' 



wie Idcht erhellt» folglich 

/**fesmözcos?«rzö* « '.^ . aV- ti 

(« ^=4e-«*(e*«*+c-»«')von«=dOtei«^. 

...... . . ==fr"*-^>r'r".ro^*=r^w«?=»i 

also . 



/** zsin azdz. 



= 2 . > von;i;=:abis xs=-, 

Nach dem Obigen ist also • 

■ • t H 

• ^ • fl » . . \ . » . t . I f 



. I » » f/. 



dsrans wie vorher t • i: > 

• 
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Die beiden Gleichungen (4) und (0) hat Schlömilch im Archiv. 
Theil V. p. 211. und 212. mit Hülfe d es Fourier'schen Theo- 
renrs gefunden, wobei nur zu bemerken, dass dort die Functio- 
nen' £t(fr6), jpii-ab) dvttci^Jiie^), li{e-^) bezeic1ina,;«ind.' 



II .-III 



III. Von d^m Integral '^qp2i'¥^>i^8(*»)* 

\\ 

sint£2j? 

Ich setze hier arctang (uz)^/ — - er-*dx. Diese Formel er- 

hält man nämlich auf folgende Art. Es isty e~**cos6:röa:=^5jq-^. 

Multiplicirt man diese Gleichung mit db, intecrirt von 6s=a h\ß 
b^ßt und kehrt die^Integration^um» so entsteht' -r. . \ 

/>ß p(t3 . . r. ./V» : ■ «PA * •: 

folglich» wenn man die Integrationen ausfuhrt, ^ 

US.. V . .-. . ;) 

^ siojfiar — sinnKC > • * P ' a_ ** 

(7) / — 8^= arctang^ -arctang-. 

Für Äp=0, «=,1 Jcommt i . 

• f < — i^«7'^ = ia'ctoag/J,< 

y?* sinuzar 
— r^r— e— ^8^=arctang(tit). Wird also dieser Werth 

von arctang (uz) in den Ausdruck von o» gesetzt , so erhält mau 

' sinrnBr sinwra? * ''• =• ' ' 

"i/o a: Jo t« + 6« 

Führt man die letzte Integration wie in II, mit gehöriger Unter- 
scheidttog. der Grenzen von x aus> so erhält man leicht 
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oder l7-6tf=:m, l-^6if=ii. geartet. 



Nim Imt mu 

'1*1 J . ' * . ■. • 1 ':■ »• .!.! 

nni 



ind, findet durch mibeitiomite Integkpatioii leicbt 




•• •uf!i ,! 'i' 



0 



folgMh tech Sjilwtitiitlaii mid ^uammeiisielioDg 

, ... .: . • . . ^ * 

W / "^MJi^ aretang(itt) 
, . 0, ^ T" '•:••». iln'i"' :i 

* «i •••• i ■ < • l«!! < • lUll « *l 

'» Ii* ""f 

Für 1— 6tt=0 gilt diese Formel nicht; man erhält vielmehr 

*• ** 

Das Integral @= 1 ^^^^ aictaqg(itt) läaat sich auf Ühalidi« 

Art entirickeln. Es wird genügen» dpiS- Rsfiiltat der Betraehtong 
hier aosaführen. Man erh&it 

• " log g^)' + l ^6)1 



. ^ ^ . y GoOgl 



oagegeD für tf==^* 



WO C immw die Constente des Integrallogaritlniiiis beieiefcnet 



IV. 

Wenn in den im Vorhergehenden entwickelten Integralen eine 
oder einige Grössen verschwinden, so werden die He»ultate ein- 
ftdieMind .die EntWickehing selbst bat efaien von' der der aUg^ 
Menlen Fälle, verschiedenen Character^/iveßhalb jeder dieeer*lie80ii- 
^em Ffiilft.^ne/liesoDdm'Betrw^ , ; n 

• L JSe «enn.ll. aysQ» oder io== J^'^ '^^^^^»^ Hier 
kommt ..,,./• *• *'V 



►=s^ /^^ — '^^^^ — da:. Dies Integral kann auf zwei ver- 
Mhiedene Ai^en eiitlfiokelt werden. - «> • ' . 

/** cos .7* t'^*"-*" 

a) Man setze fi= / — — — z -öa:, wo p>0, tbeiiedas 

/»CD If— •»* 

Integral in / da: — / — ir~^> ""^ setze im zweiten 

Theil statt oi^^; dann kommt (>=— / — ^cx\l , 

oder, iiir die Integrale . die schon bekannten unendlichen Reiben 
gesetzt, 

j=-C-logp+i. .... 

+ C+log6«p-6«p+i.^j^-J.j^+;... • 

■ • • • . • ... (6up)» . . 

— jy2~ »•170'*'""'"" ' 
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LSsst man jetzt p »ich der Null nähern» so erbfilt man 

(^ö) / :;r; — Jog(M. . . 

6) Um den Werth des Integrals linker Hand zu finden, kann 
man für — das Integral / e-^dz einführen; dann kommt 

/tOD 't /»OD 

öz / Ccoso: — c-*'*')e-»'öar. 
Nun ist cos xe-^ ^x= j-p-^^ , <r-(=+ »") Är = j^^^. . also 

fenbar^^ 8s (f:pTä — r^fJTt) ^^^^ ^^^^ ^ 

da 6, M positiv sind, mithin log (6m), wie vorher. 
Durch Substitution erhält man nun 

P'^ log (uz) dz 7f 

' - . . . {osudz 

Zerlegt man Iog(«z) in logM+logr, und beachtet^ daas / ^T^^i 

% logrSr n . 

== 2^ log w, so kommt auch / ^äqrp—^Ä ' • 

' . I • Ä j sifi dz dz ' 

2. Es sei in dem Integral / —^Zf^^'i' Grös« 

/** sinoxBz ° * ■ i » 

6=0, oder 0=/ log(tt2) zu entwickeln. Es kommt 

• , * • — . i: 

' /** sin azBz cosj? — cosMzar 

ex sinaz. \ . 
= / " / — oz (cos — cost<:rz}. 

Man hat femer 

y** sinffzco8M^g^_ , sin {a\ux)z + sin (a— itr) z ^ 

'^\"^ , , 1 ...1 sin(a + tu:)Zj, , 
beachtet man, nun , dass bekanntlich / c'z=^ , da- 



rosse 

1. • 
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thr oder negativ, d. \, x zwiscfaea 0 und — oder zwischen 4iDd 



=0 vüu x=-— bis j;=Qc; 



CO Hing; * fl 

— 02(cosa: — co5i«w)=i-(co8«— 1) voo :p=Obls^=-» 

- =^cosj; von u>a 4r=ae$ 



"^^ (i)"^^^*"^«' y][*^a»-Of^); also eodJich 

• • • 



Für «ES« eiliili siaa #• — — log(a2)3rc=— ^C, 
würdig ist, dasH der IntegraUvertb von a unabhängig ist 

tk Scttzt mao io deo Formehi (8) und (9) tc=QDy und beafih- 
kkt dm aietaag («r) fiir diasM Wertfc vifo ».to^ tlMigeht> «• 

erhält man 



(13) 



Diese merkwürdigen Gleichungen findet Sch 10 milch in der 
schon citirten Abhandlung (Archiv. Tbl. V. p. 211. Formel (27) 
und (28)) mit Hülfe des Fourier'schen Theorems. 



*) In der Formel (28) iit ein DrndtfeUer, .yfndani statt 4«t w 
I sviilMi Theile rechter Hand ein — tlelieo niuMr 

TMIXL • 



• ^ J>.ie v^t^'^^^bjentoi ForDiel|| *Mtft *aM*ll|p^ieUe F^^ 

der Vor mein m uba (9) fersclieinen. Ich weiss aber nicht, ou aie 

Sier h Anwendanff sebnchte Scbiusswebe , dass z. B. das Iiit^i«! 

/ ^Vxz^arctaiig (tiz); wenn u sich dem UDendli<»ieo . iiSlieit, 

gegen die Grenze ^1" "^2* »retangC Qo) conver^re» ansser allen 

Zweifel sei, und möchte aus den Forineln (8) und (9) nichts wei- 
ter schliessen, als dass die Integrale ftnker Band sich den GiSi- 
sen in (1^. rechter Hiind beJictbig nähern, wenn u ins Unendliclie 
wächst* Man kann hei Schldssen dieser Art nicht vorsichtig ge- 

nug sein. Z. B. es ist / e"*** cos ^ cu: == wenn a>Ojiill^ 

auH folgt I -dass der Werth von / e-^cosxda: 4^ Niill bellMiig 

i> </ 0 

naile gebracht werden kann, wenn a ins Unendliche abnimrtt 

Keineswegs d äff man aber geradezu in dem Integral a=0 oder 
^ cos^d;r=0 setzen« denn dies Resultat ist nach dem Obigen 



r 0 . 

unrichtig. Ein anderes Beispiel ist folgendes. AlqftD weiss, dass 
j; H^« =2 dass fern^r^»^ ^ also ist 

in .Foli'e 
Gleichung 

Kullj so bleibt der lutegraiwerth immer ISull; etnas ganz xAnde- 
res ist es, 6=0 zu setzen, denn die FimiStlnn — ^ — r~r r 

wird =:jqppj fiir 6=0, nnd / YIp^ ist keineswegs gleich Nul 

sondern gleich 5. i . • . ' : . 

Mit ahdem W<)rtcn, man ist gaf nicht bertftchtigt^, einer Coi 
stante in einem bestimmten Integral einen solelien speciellen Werl 
beizulegen, lur welchen die Entwickelung des all gen» eine 11 Falll 
ihre Anwendbarkeit verüert Dies ist bei den Integrale 11 (8) im 
(9) der Fall, indem die obige Herleitung ihr^r Werthe darauf bi 
ruht, dass man für arctang(ti:) ein bestimmtes Integral ^ttt, 
nicht mehr geschehen kann, sobald aus diesar Function ei^ 

Constänte, nämlich arctang( oc)ii:r^ ifitd. - \ 

L)ie Integrale (13) linker Hand sind hieniat h hesobders zu enj 
wickeln, und es ist merkwürdig, da^s die; Wertlie decsellx 
schwerer zu ermitteln sind, als die der zusammengesetzteren 1 
tegra^ (8) «Bd:(1»). WAr thaheo ihihr M B^irii duM daa Alh 
I9«ina mitlfiit«« leichMr id beatiikB^ list ali «UikBeselidtee« ^ 

. ' • . . . !'..1Ui » ; */.. ;I» ' 

V. 

Bevor irh aber zum Ijewelse der FOrlnelll "(13) llh'etjgah^^ 
es uüthig, folgende Integralwerthe 



der ^^ubtrat tion / • ^ ' l ' ^ ^ - ^.^ ^8ar = 0, ^Am diese 

g ist stets richtig, wenn i> > 0 ist. Nähert sicK^ b der 
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» WO bekanotBch 



. •••• , . . . «<«>rX'.^«»' 



I < • 



N - 



Hter bit iran / *^*®^ .vert«ihl©deiio Wert|>e , je* 

nachdem a*— -uj: positiv oder n^ativ ist, nämlich im ^ten Falle deo 
Werth' 1^ e-»it>^), lÄ ^deni;4eo WcA]^ ttl^ ^ > 1, 

so gilt iiiimer der .erste WMfa, da iiaeh m ven 0 bbi 1 integrirt 

werdeo coli, und es kommf «i>=|5«~** / 2F~* — oder, 

witmn l^dil findet» '..^ 



wo ancli ; . j. ..^ — » 



dagegen -<1, «o wird / ^l Aa ■ «bald den efaen, 

bald den andern der oben angegebenen Werthe erhalten, näia^ch 
MB «s=0 bie sssi- .den snA^b, von 4Pj;F§'bi8 ^=^1 den iweiteo» 
«d nan miiia also eine IMtia^ vea m yftflieb«aa» nSndieb 
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: pu^x /** cos (a — ti jr) z ~ cos Ca + ux) % ä • > 

^Vi^Jo ?TF- 



Demnächst kommt 

a 



und überdies v ^ 

y"»! ^fiuA /** 0—buS /* * c — >\ 

J a X J fs: X 

p ab puh e-x^ ; 

t/ 0 •'^ t/ 0 ^ 

Führt man diese Werthe ein, 60^ entsteht • 



/3) Kehrt man In dem Doppelintegrai B die Integration um^ 
so kommt . 



^ P^dx /** cos az cos ?ij;t ^ 

' P^Bx cos (a — ttr) 2 + cos^a + tu^) 2 n 



a =z 



Ist nun zuerst — ^1, so wird, da nach x von oo bis 1 integrirt 

werden soll, stets a 3^ sein, und es ist / , - 9z 

= also ' . . I . 'I . 

. .■.'*.] n" P} e—bux 



•»'. • - f ' i. I ; Uli 1. 
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• — v • - . . - • . * • * ' \ I ' • • 1 
(.=2). 



• 



Nn ist 



I 

folglich 



• # • 



/) Was die Integrale <aj uud ßi betrifft, so mag < 
b(o6 die BuwÜih der EaMckelmigr deM'Gang nmi 
lioslidb Meh»! MMny W jibB cdM^ iMch. 
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m 

(20) P Ci(ux)8z=-j [(«•» - e-»)(£.(-tti) (a^ii), 

^ ...... ' * ' \ 

(21) p^^iCi(«z)az=+|e-«*[f:i(u6)^ 

i-'w: ' s*> •'. ...... i 1' • 



^ * , t ^ ' ' ^ 



VL 



" *üni ntn die FqrÄißln (13^ herzuleiten,, -^ehe oaafi vofi folgen- 
den, schon in einer andern Abhandlung (Theil X. Nr. XXV.) "von 
mir entwickelten Integralen aus: ^l^:^' ., 

a—u o — hx 

TT 

Man mnltipUcire jede dieser Gleichungen mit und setze (ur 

das bestimmte Integraf kehre die Inte- 
gration um; dann kommt . • 

**cos.Trör dz /*<»— "cosjrröj: 



J _ /^*:C08£2ar_ gl cosjrzaj; 

\n _ 83: /^"^ cos^rzg z _ 8z CQsarz8jr 

Dabei ist aber nicht zu übersehen, dass die Formel 



jf\o 



® co8^:8z n 



nur unter der Voraussetzung eines positiven a: gilt; in den bei- 
den letzten Gleichungen ß),y) sind die Grenzen von a: positiv, sie 
gelten also unbedingt, in der ersten aber wird die Grenze a— -ti 
nur positiv, wenn a>u, und nur unter dieser Bedingung Ist sie 

..... • • * ♦ f" j- I * I P''-*'cosa:zdx cosa^zda: 
gultig. r uhrcn w ir jetzt lur qie Integrale / / -« 

* cos :rz8j: . ' ' 
Y — ihre in einer vorhergehenden Abhandlung (l'heil 

A. i^r. XXH. XXIV.) gefundenen Werthe ein, so kommt 
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• « • • • 

, Damm Wertbe von 9t» (h» 9 ^)» ^) bekaonf» uod 

/** cos o"' sin (iz ' 

die Integrale ^2^^! ^'<«*)^^' J,, .%^j2Sl{n2)9» Ib V. ent- 
wackelt sind« so sieht man, dass mit Hülfe jeder der beiden Gle'i-' 
«tagen |J0» y*) das^Ifttegfal ^-a"!"^ gfefimü^ weiden fcrirtii 

An ebfiidMleB Ist ee, entwehr die Formel /) ansoweiiden» oder 
auf folgende Art wa Terfohren. • Man findet 

un^ folglich, wenn ftir den eK>teB Thell sein Werth aas 14) efai- 
geführt wird *), 



übereinstimmend mit 13). 

^^ ' ^ • ^ ' wi beatimme» braucht man nur 

die Gldchuagen a), b); e) ipit^ ipujtipllclfen, und für ^e-*» 

daa bestimmte Integral / einzuführen. £s kommt 

•.'S»' -. • • ' " • ' ' • * .• '•■ (o>«). 



*) Man darf hier aicht die Gleichung 15) anwenden, da in a') a'^u 
•ein muss. 



. •<) Han )|ö|U|te da« lat«^ durch Differentiatinn der voyh^ 

Gleichung nach a entwickeln; es ^esdileht hier nicht, ^eil wegen der 
Grenzen 0, dai^ Diffpr<»zltf;j& «||t«r d|n| li|trgraUei<^.i)ach dfiiu Phi^ 
I ^ miMlich i«U . • * . * 
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Hier kann man nun entweder in der letzten Gleichung filr die In- 
tegrale ^-^^^^ Ci{az)B:, ^ ~qp^Äi(ai)9x ihre obigen 
Werthe einführen,, oder die Gleichung 

bilden, und erhält durch Substitution 



womit die Formel (13) wieder in Einklang ist. 



Heber den Fall eines Körpers längs 

einer Parabel. 

Von dem 

' Herrn Doctor J. Dienger, 

Lehrer der Mathematik und Physik an der höheren Bürgerschole 

za Sinsheim bei Heidelberg. 



Es Stelle ADB (Taf. IL Fig. 4.) eine Parabel dar, deren 
Spitze D ist; DF sei ihre Hauptaxe. Ein Körper falle von JB 
nach X auf dieser Parabel, und man fragt nun nach der Zeit, die 
er dazu gebraucht hat. 

Sei der Bogen DX = DF=h, DY=x, t die verlangte 
Zeit, g die Beschleunigung der Schwere (=9*", 808.. .)> so ist 
(Poisson, Mechanik. I. §. 194): 

Sei nun y^=px die Gleichung der Parabel, so ist 2^= V" px, 
= also |l = Vl + f V^Tji, und somit 
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• v{ «V j: . V A^. V |>+f»: • ,i:m u;, . •• • . 

= fe±^--)^/ ■ ■ CO 

Um also i zu erhalten, darf mn« nur das letzte Integral be- 
stimmen. Dasselbe kommt aber auf elliptische FuDcttOBeil 
und zwar vermitteUt folgender ümgestaltuDgea.. 

Mau setze <• - 



ferner die Gruaae z so» das« 
aUdaan ist .- 

1 AV» (»-D ^ . 



* • ■ . 

Sei DUO 

» 

Da ferner die h und ;r entspredkendeii GrSnzen tob 2 siud: — 1 
und so Ist: 
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» 



n 

4V%.<=2^ / i^r —T^jy2 



Mas Mlae «es— «»i »p kl 

Setzt MB an «ssutey» «o wird:- 

( J sin «p -| - ^c^ y 

^L-^Jo (l + ;t8in9))V^l-A:«sinV 
J /* y giny8y 

TT 



WO *=]f 



, -v^-v?, (V'^f-viy ...... 



Setzte man deq^acfc 



ao wSie: 



« 



ju^ L, . i. y Google 



I» 

Nun liandelt es akk «m die ü j wtf ^ MMPg 4<f latofMlpCl 



illi 



iüt^ wor^ folgt 



> worMur 

' , - •••• . 

Ferner ist / ^\ 

Das erste dieser Integrale ist: ' ^ 



das 'zweite wird auf folgende ^V^e^. ^^f^md^n». 1 

'Man :feiaa'i(>iD»=:6iD^, waa eiiadbt ist; da it<)i ,al#o 



— sin*^ 



Setal nan bub caa^sx» aa ut dieaea Integral 

warn Jfc*ssl— ., f I . 

. t ' 

llemnach endUcb: 
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TL F i^^*i=^ t=iS^J{ (5> 



Hie GrMgfcC ^ uA jbf* 



„ 



4 .It 



. kju^ jd by Google 



^^»L— Ii— J ) ,i 

also --. m*vm 

s 

Nun ist . * • 

" 1,68573; " • 



Di« Zelt, aie ein Kfiiper brancht, um M dmeh aie Btte 

so dass die Fallzeit sehr vennefart ist, ungefähr Ö^mal. 

Zieht man eine gerade Tiinie durch die Endpunkte des bctrach- 
teteo Begens, so sind die Koordinaten des äiiageigtei i^iisliteee 



. kj ^ jd by Google 



2p, P^'^'y <)e/npaCD 4^det man (lie Fallzeit, wenn man statt g so 
eben setzk ' V / ' _ v. ' 



also diese: 



4 



^Vjir= 1,606. Vp. 



Die für den Fall durch die Parabel nuthige Zeit ist UDgefähr 
das Doppelte. 



I ■ • .. : . • ..... f . 



\ . 



Zurückfiilirun^ des Inte^als' 

y'* 9 siri^gjöjp ^ 

0 (1 — A: sioqj) V^l— ^''siu^q? 

auf elliptisclie Funktionen. . i ^ 

' ' ;Von dem \ , • • 

Herrn Doctor J. Dienger, 

Lehrer der Mathematik und Physik an d6r höh^reD Bärgerschale sa 

Sinsheta hei IleideUrerg. ' 



§. I. 

Sei A'<1, üöd raüti setze 



\\ i J (1 — k sifl 9) V 1 ^ it* sin 
so hat man offenbar: " ' ' ' ' < ' • • - ■•J.:"'l 



Digitized by Google 



(2) 



^ \ 4V»-^^>i = -4«, > } (1) 

Da aber^ nach der vorhergeheoden Abhandlung : 

ist, wenn man Aq, Ai',!.... als F)ekannt voraussetzt, vermnj»e 
(1) 4uch Ni, iVa,.... gegeben. Es handelt Sich also um die ße- 
stinidbng vbii A'^, Aii*4»k INud ist ^^ ' - 

V* "'V • \ 

Diess vorauseeüotzt, hat man fol|;en(lo Reduktionsformcl (Gtt- 
dermano, Theorie Uer Motlularluiictioiien etc. §. 71.)!'" 

(ii-l)iP4.=(»-2).(l («-^'i*.^ 

Vermuge der Formel (4r), in Verbindung mit (3), ist man im 
Stande> die Grössen A^, A^,.„. durch elüptische oder logaritbmlbtiHi 
Funktionen auszudrucken, und zwar wird An durch elliptische 
Funktionen aus[jGtlriickt, wenn w gerade ist; ist aber 7i ungerade, 
so enthält An kei^ie elli^tjiseheD Punktionen. Da also A(^, At,,... 
als bekannt ansenommen weirdeui kOnnen» so sind auch ^9,.... 



belcanQl« also .die Au^abe gelSst^ 



• # I. 



•II., I ö* 2» . . 

Man setze nun» ^'^^-^attsglteiefztl*' • • 

>0 



TT 



sin (1 — ife sm 9) Vlr-jK^sin^ 

2 



sin »9) VI — k^bla^^ 
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80 erhält man wieder 



f 



M„-/tlltn-t=Bn; 



(5) 



worin 



Zugleich ist, wie man leicht findet: 

' n-1 . (7i-2)(l + A'*) 



(6) 



• sin"y Vi — A-^ sin ^sin ^-^(p V 1 — A:^ g in V 

(yt_3);^g a /cosy Vl-A'^sinM 

sin »- V Vr^^^ii^ siu«-V / 

1^80, |^venn mau integrirt: 

(71— l)/?n = 



• • • 



Da nuD , 

/V 1^ /-^sin^y-fcosy^ 



.l.T 



I.. i . 



SO sind die Grössen B durch (7) gegehen , somit auch die Gros- 
sen M durch (5) belcannt. Auch hier hängt Bn nur dann von el- 
liptischen Funktionen ab, wenn n gerade ist. 



1 .'• rj:. . \- 



i 
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■eltratr rar analytischen Cteometrie. 

Von dem 

Herrn Professor Dr. H. Brunn 

SD Oteia. 



Zu den intefettsantestett Aufgaben aus der Lc !]re vom 6rli«8* 
ten uod Kleuuiteo gehCren unstreitig die vier folgenden: 

1. Die gröbste Ellipse zu bestimnienf welche In ein gegebenes 
Dreieck lieacbrieben werden icaitn* 

% . Die kleinste Ellipse zu bestimmen» welche nm ein gegebene^ 
Dreieck beschrieben werden kann. 



3w Bestimmung der grOssten Ellipse, welche die Tier Seilen 
eines gegebenen Vierecks berflhrt. 

4. Bestimmung der kleinsten Ellipse, welche um ein gegebenes 
Viereck beschrieben werden kann. * 

Auch haben schon mehrere ausgezeichnete Geometer sich mit 
der Auflösung dieser Aufgaben beschäftigt» namentiich Gauss, 
Pfaff, Mollweide und Plücker die dritte zum Gegenstände 
ilirer Untersuchungen gemacht, sowie Euler die aweite und vierte. 

(Man. sehe: Monatliche Correspondenz , herausgege* 
ben von Zach. B. XXII. S. 112., 223.,m — Plücker, Analy- 
tisch-geometrische Entwickelungen B. 11. S. 211. Nora 
Acta Petrop. T. IX. S. 146., 132.) 

Die Grunde, die mich bewogen haben, diese Aufgaben einer 
neuen Untersuchung zu unterwerfen, und die mich glauben lassen, 
dass dieselbe nicht ganz überflüssig sei, sind folgende: 

o) Die mit Recht als Muster analytischer Behandlungsweise 
gepriesene, auf Gränzhetrachtungen basirte Gaussische Auflo- 
suTi&r der dritten Aufgabe kann wogen ihrer eigeuthümlichen Be- 
handlungsweise nicht in den Lehrbüchern aufgenoromeo werden. ^ 
Moch mehr eilt dieses von der Plücker sehen Auflösung durch 
seine Methode der LiniencoordiDaten. — Die Mo Uwe! de sehe 
diemlich weitiSuftige Auflösung besieht sich auf entferntere Eigen- 

Theil XI. r 
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schaftcu der Ellipse, und ist daher keioe reia analytische (wie ! 
Mollweide es auch selbst zugesteht» hi Klügel'« Math. W8t- 
terbnche. Band IV. S. 285.). — Pfaff hat nur das Resultat der 
AuflusuDg bekannt gemacht. 

b) Die zweite Aufgabe, von Eoler vermittelst tweiei Hulfs- 
grossen gellisty iSsst sich auch ohne dieselben eben so einfach 
behandeln. - 

c) Die vierte Aufgabe hat ebenfalls Euler auf eine Gleichung 
vom dritten Grade zurück geführt, doch irrt er sich doppelt in 
den aus dieser Gleichling gezogenen Folgerungen. | 

il) Von der ersten Aufgabe ist mir keine analytische Auflu- 
sun*» bekannt. — Sollte aber auch, woran ich nicht zweifle, eine 
solcoe vorhanden sein, so glaube ich dennoch die meinige hier I 
dulbehmen zu dürfen, sowohl der Vollständigkeit wegen, als auch 
um diese Aufgabe mit der zweiten vergleichen zu können. 

fi. 1. • 

Bestimmung der grossten Ellipse, welche in ein gege- 
benes Dreieck beschrieben werden kann« 

Es seien: JUNO das gegebene Dreieck, OM die Achse der 
AT, OiVdie Achse der«, der Öoordinatenwinkei jlf02V=o...>; (0,0); 
die Coordinaten des Punktes O, (a,0) des Panktes ilf> des 
Pnnktes iV; so erhalten wir fär alle EUq^en: 

+ 2^:r^+ Ca:^ + 2Z>^ + 2iEa: + JP=0 (a <0) (1) 

welche die Seiten des Dreiecks berAhren« wenn (m»0) «od (0«si) 
die veränderlichen Berühmngspunkte auf den Achsen « and y he- 
zeichnen« folgende Bedingungsgieichungen: 

Z)=— «, Fss:»«, jE;^=w2C, — jE:=mC (2) 

und I 

In Folge der Gleichungen (2) reducirt si(;h die Gleichung (3) auf 

San' 

ab(Bn-'E) jj— 26w2-j-2f*3=0 (4) 

und hieraus 

>. 

«6(ÄH-£)+26^-— -26ii«+a.«=0. . . . (5) 

Für das Quadrat Z des FlftcheobhaHs s der Ellipse erhalten 
wir (da y=0) bekanntlich: 

■ 

*) Der Kurze halber «etzc ich B^-^Cssm, S^BD^ß^ D^'^Fxm 
BE^€Ds=idy DE^BF^9^ E^^Cf^:^. ^ 
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wegen (4) und (5): 

IhnnitdieecrAnikbvckelBCfOsälte werde, »nee sowohl ^=0. 

am 

•^mb Wej Nt: »^en« «Mi diem tthrt n An/Gle^ 



' ' ftm-f 6»?t=0, 

uBd dabef 

b 

Auch überzevgt man «icii leicht» dnee ßir diea^ Wertbe vm 
n nnd n 

iMi ChrSMen also negafiT sf od. 

Ee hertfyt olflO 4le gr9ssie ElfiiMe die Seiten des DreieeU 
■ inrar Mitte. 

Die Coordinaten des Mittelpunlcts sind — und — ^asi« 

also der Schwerpunkt des Dieiscfcs sqgiekfa 4er Mittsbinikt der 

Ellipse. 

Die Gleicfavng der EUipss: 

f*+-«3f + 58«*-Äf--«+^=:a ...... (6) 

Der FlicfaeBfaiUlt der Ellipse 

«.sin (oah rc wä^i» 

fu* ? rfcfc der Flacbeoinhalt der ElDpse znm Flächenii»- 

ta^ des Dreied cg, so wie der Kreis zum imiscbriebeDeD gleich- 
Mitigen l/reiecfce. 

ToUeruDg. Bezeichnet 5 die Summe der Qnadraf» im 
Aehiea der E%0e, so ist befaumtUcfa fiir (1) ^ 



oder fiir (6) 



oder 
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^.=1 (2a>-|-26* - 2a6 ooe») 



5=|2r. W 

wo 27 die Summe der ^Quadrate der Setten des gegelieneB Drei- 
ecks bese&cliDet« 

Es TerhSlt sieb also die Summe der Quadrate der Achsea der 

Ellipse zur Summe der Quadrate der Seiten des Dreiecks, wie 
das doppelte Quadrat des Durchmessers eines Kreises zum drei- 
fachen Quadrate der Seite des iimschriebeoeD gleichseitigenDreiecks. 

Besüminuiig der kleinsten Ellipse, welche um ein 
gegebenes Dreieck beschrieben werden kann* 

Erste Auflösung. . ^ 

Es seien wie früher: MNO das gegebene Dreleelr» OM die 

Aebse der x , ON die Achse der y , der Coordinatenwinkel MOJS 
= (»....; (0,0) die Coordinaten des Punktes O, ....(« ,0) dos Punk- 
tes M,,;.(0,(f) des Punktes N, so erhalten wir für ailet^Uij^en: 

• 

y»-f2fia:y-|-C«* + 2%-f2£;ar + Fs=»0(a<0), ... (1) 

welche durch die Scheitel des Dreiecl» gehen, folgende Bedim 
gongsgleichungen : 

F=O.X)=-|. E=~^ (i) 

VüT das Quadrat Z des Flächeninhalts 2 der Ellipse erhalten 
wir dann 

at»eia»«>(^-«y)» ««sin«« (Cao«~2Cßa6+CÄ2)« 
J? ^= IS (fi^^C)» ^> 

(1 Z 

Damit dieser Ausdruck einKleinstes werde, muss sowohl jgr=Ot 

als auch ^=0 geset;(t werBen, und solches führt zu den Glei- 
cbungen: '1' 

AB^ab-^iCBu^^W^'^tCBab ^ C«a« ~ C&^sO .... (4) 

und 
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Multiplicirt man (5) mit uod zieht sie daoo ?oo (4) ftb« so 
diilt man: 

UV - GSM -f a<sO . 

ad» 

ilwi da J^~C<0, nothwendiger Weise C=^* 



t 



man diesen Werth von 0 in (5)» so erhäU man 



also, wieder weil iB*— C<0, /^=^. 



Aocb fibMOMt aiao sicli leicht, das« f&r Aese WmIIm rai 

if«Z 4*ä2 sin^wa« d*Z _ 4» - . 



ibt>0 sM, 

KdC.dBj " \dCV "~ y P ' 

Iba <0 tet 

■ Zweite AaflSssDg. 

Da 



80 erfaaheo wir, a als Constante betrachtend, da wegen M 
I csMta^ nd — S7>0 ist, fir Z den kleinsten Waith, wm' 

Cm Bb aa BH Bb 



^— |ä 
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«o «Huklteo wir , 



91* 6* 



wie ia der ersten AaflSwmg. 



ß a 

Die CeorduMieB de« Mittdpunkte der Ellipse sind ^=.3 und 
^=^; also ist der Schwerpunkt des lireiecks der Mittelpaokt 



m» Gkictog der mipM: 
Der fttdMnUl der Ellipee: 

d. h. es verhalt sich der Flächeninhalt der Ellipse zum Flächen- 
lobalte des ge^ebeneo Dreiecks so wie der Kreis zum eingeschrie« 
■-•-■^-^itiseii DreMce. 



Fol|:^rnpg 1. Bezeichnet die Summe der Quadrath der 



»».so ist ftr (1) 
Ä=^ä^3ß(i ^ c— 2ÄC08»), 

also fjSk (!S)i 

(S 

wo £ die Summe der Quadrate der Seiten des eecehenon Drei- 
«dEB beseiehiMt Bs Terhiit sidi also die Summe der Quadrate 
der Achsen der Ellipse zur Summe^ der Qnadiale der Mlee des 
Dreiecks, wie das cloppelte Quadrat des Durchmessers der Ellipse 
zum dreifachen Quadrate der Seite/' de« tüngcschriiiiwini gMeb- 
sdtigeo Dreiecks. * 



. _ . . i_y Google 



Folgerung 2. Für ein und dasselbe Dreieck sM die grünste 
Ellipse in demselben, und die kleinste um dasselbe, concentrisch, 
äboiich und ähnlich liegeiul [sit he (()) §. T. untl (G) §. 2.1. — Ihre 
Flächen sind in dem constunteu Verhältnisse wie 1:4 [siehe (7) 
^. 1. and (7) 6. 2. ]. Die äkumie der Quadrate ihrer Achsen 

auch in dem colwtMitoii VerhiltiiisM wie 1:4 Imtkf^ ^ 



Folgerung 3. Wenn die grOsstc Ellipse in ein DreleelL ba^ 

schrieben ist und durch die Verbindungslinien der Berührungspunkte 
ein inneres Dreieck irehildet wird, so ist die grosste Ellipse in 
dem äussersten Dreiecke zugleich die kleinste, welche um das 
ionere beschrieben werden kann: — denn beide Dreiecke haben 
Schwerpmkt 



BestiiDiDang der grossten Ellipse, welche die lier 

Seiten eines gegebenen Vierecks berührt. 

Nduneii wir iwei Seiten des Vierecl» sn Geordinatenacbeeii» 

bezeichnen die Durchschnittspiuikte der dritten auf den Achsen 
durch (a,0), (OJ^) — der vieiten durch (a* (0,6'); wo erhal* 
ten wir iiir alle ÜJiipeea : 

3^2^2ÄJ^ + Gr* + 2/>^ + 2£a:+F=0(a<ü). . . . (1) 

welche die Seifen des Vierecks berühren, ^venn (O.n) f!» n \ernn- 
derlichen Berührungspurikt auf der Achse der j hexeichiuet» loi- 
gende BediaguDgsgleicbuugeu: 



In Folge der Gieic|iiuigeo reducireii sich die.Gleichimgen 

(3) auf: ^ . ; * 



nbb' (« — g) f ri^{ab — a b') 

R F Wlnb'—ba^n(a-^a)\ 
. aa'ib'^b) 



t 



IM 

rar das Quadrat Z Aoß Flfebeninhait» t der EllipM erbalteB wir 
oder w^n (5) : 

DerFlSeheDinhalt ist ein Maximum, wenn ^ =0» und bierans: 

" 2c6' — 2a'6 - o6 + a 6' ^ * ' 

wenn man der Kürze halber den zweiten Tlieii der Wurzel durch 
N bezeiciinet. 

Da aber jj^^O 'Bein muss, so erbalten wir: 

Je nachdem a' ^ a; also muss die eine oder die andere Wurzel 

genommen werden, je nachdem a'^a. ist« ^ 

Vertanscben wir s mit 6, d mit 6% so evbaUeB wir aas (6) 
den Berilbrungspunkt auf der Achse der x. Sind aber vier Tan- 
genten und zwei Berührungspunkte auf ihnen gegeben, so ergeben 
sich die übrigen Berührungspunkte und der Mittelpunkt ieicb^ und 
lassen sich auch einfach coustruiren. 

Der Gleicbnng (6) Jouin man auch folgende Gestalt geben: 

«nd sie stimmt dann mit der von Pfaff gegebenen tberein. (Mon. 
Corr. B. XXIL S. 223.) 

Folgerung 1. Wenn das gegebene Vieieck ein Trapez, so 
Ist und also auch au« (6) 

und daber: 

I 

„ »«sina(öaV2(//-6)4 «sin»ao'(6~6)« . ^.Ib' 



uijiu^od by Google 



1«S 



«71t, L • L IX /VT j m sinfl), ... sin CO «(6'^— (^/") 

Oer Fläeheainiiait T dn» Trapes =-^y-(a'6'--^6) ;»- '"^"S — * 

BeieieliM mn p, g parattden SoHm di» Trapez, so itl 

• ' • • • 

VA' * 

0 

ttod somit 

Das Verhältnisä der Fläche der Ellipse zum Trapez haogt 
bloss von dem V^erhältnisse der parallelen leiten ab. 

Für die Coordinaten des Mittelpunkts der Ellipse erhält man 

ß g + g' 3_ 6-f6^ 

Der Mittelpunkt liegt also im Durchschnittspunkte derjenigen 
beiden geraden Linieo» welche die Mitten der beiden Paare ge- 
giBOberliegeoder Selten Terbinden. 

Folgerung 2. Wenn das Viereck ein Parallelogramm, so 
istp^:^, also 

s=:ifB, FläobeDinhalt des PaiaUelegFaiinauL 



S- 4. 

Bestiinmoiig der kleinsten Ellipee, wdche um ein ge- 
gebenes Viereck beschrieben werden kann. 

Wir wfiUoi mrei ge^enaberliegende Seiten des nnregelmäs- 
sigen Tierecks zu Coordmatenactiseo , und zwar so, daüss die 

Coordinaten der Scheitel des Vierecks positive Werthe erhalten. 
(Solches ist immer möglich, wenn das Viereck keinen convexen 
Winkel hat. — Hat es einen solchen, so kann bekanntlich gar 
•keine, durch die Scheitel gehend» Ettipse beschrieben 

Für alle Ellipsen: 



• • • 



(1) 



% 
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welche durch die vier Scheitel gehen, erhalten dann C, D, E, F 
bestimmte VVertbe, und namentlich sind auch £<0, /><ü, /'>0, 

C<-pg-» SO dM8 allein Yer&nderlich bleibt 

Für das Quadrat Z des Flächeoinhalts der Ellipse erhalten wir 

jßflZcy» ■ 

dZ^ 

Damit dieser Anadrack eio Kieinate« werde , aetoemaii ^jf^ 

and dieaea führt zu der -Yen Baler (Neva Acta Petrop. T. UL) 
gegebenen Gleichiingi 



Da aber zugleich j^gä^^ ^.^'^ jpuss, ao erhalten wir noch 
die Bedingong: 

— ^*0-f 3ji >a *> 

Ea mflssen also die Wertfae von . B grOaaer ala die beiden 
Wurzeln der Gleicbnng 

^ 8DE ^ ZCI^ ^E^ — CF ^ 
aein, oder kleiner ala beide. 



Oder : B gr&sser oder kleiner als die beiden folgenden Werthe 
▼on »i 



~ + Y WF^ 

ADE 4 fi () I r;7;^ r < » /: />T(r 7 ' ^ 



.... (3) 



9F» 



Da aber fiir Werthe von grösser als die Werthe von Xy 
//^s (\ so geben dieselben keine Ellipsen. — Wir können also 
nur dann kleinste Ellipsen erhalten, wenn ß aJs die beiden 
Werthe tob Die GMebung (2) venvaadelt Mdk nitlelat der 

^DE 

Snbaftitation Bmjf^^^^ in ^ 



*} Dieser Ausdruck wird wenn man zwei Diagonalen de« Vien* 

•a» m G«onliDftCeaaeh«en nrähU (weit F<0), via «aUllM a. B. bafn 



ParaUcln<rratnm nothwendig wird. .~ Der Gang der UateraBcluiDg bleibt 
pber sonst if» WoMtlicbea decaeUie* * 
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iit 6 iio# •> 3f^rf-fl|^"l*il^Q> *r • . . .m^ (4) 

: — :"W^ — n — 3/'* 

ist; 

. Ii 'II* 1 •« I 2/)J5 * 



.1 * 



aoeliXOist 

Nehmen wir .1) an, es sei R — Q'^^^SP^>0, so hat die Glei- 
cbuDi; (4) nur eine reelle Wurzel, und zwar eine positive, da P 

imd Q negative Grusseo sind; also 2^>0, und ^=3/-i"-^p- 

ffiebt B^^C. Daher, wenn die Gleichung (^) nur eine reelle 
Wurzel hat, nicht, wie Eulcr hehaiiptet, nothwendii^er Weise 
eine ideinste Ellipne nich ergiebt, sondern ^ar keine 

Ist nun 2) 72<0, so hat di© Gleichung (A) drei reelle Wur- 

felii, und die^e laas^o sich ^. da P<Q« 4<0a foig^odctnnaase« 
ausdrucken: 

^=2 cos 9^—^, y=2 cos (240'^ + 9») j , 

3f =2cos(120<» + 9)^—^' 

Ohne den Werth von 9 geqauer bestiiiinieQ« bemerken 
wir doch, daM 9<aO» >0 isi 

Es llegeo also 4wse Warthe von jf innerhalb der Grenzen : 



p 

3 



3 



4DE 

Wir erhalten also für ^ = y -f ■ » 



*) Es lässt «ich aber auch zeigen, dass in diesem Falle durch die 
vier Scheitel gar keine Elli|»8e beschrieben werden kann (also dass ein 
Scheil^^i innerhalb des von den anderen gebildeton Drcitdca lic/^O- t)«Da» ' 
i|eWiKV»> ^uch ^ Wectbe von S, F «ein nögea, am liegen die WnrtfMi 

i|p^'|HMllthr«n GffiiH« C immer Innerhalb der Grenzen {7= ^ oad C=e. 

ÜMi h e ide a WerUie geben aber für R eine negative Grosse, alsa auch 
Mch der Form des Amdrncks alle swlaehcn ihoen Itogoadan Worthe. 
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Im ersten Falle: Werthe grusser als beide Werthe von xh 
(3), also keine kleinste Ellipse. 

Im zweiten Falle : Werthe zwischen den beiden Werthen von 
X in (3) liegend, also keine kleinste Ellipse. 

Im dritten Falle: Werthe kleiner als beide Werthe von x in 
(3), also eine kleinste Ellipse möglich. 

Es giebt also auch in diesem Falle, nicht, wie Euler meint, 
drei, sondern nur eine kleinste Ellipse. 

F o 1 g e r u n g 1. Ist das Viereck ein Parallelogramm , und nimmt 
man die Diagonalen zu Coordinatenachsen , so ist Z>=:0, £=0, 
und die Gleichung (2) giebt drei reelle Wurzeln B=VC, ß=—VC, 
B=0, von denen nur die letzte der kleinsten Ellipse entspricht 

Der Flächeninhalt der Ellipse x=7CB\nta^^^ 
Der Flächeninhalt des Parallelogramms ist aber =~r^sin(o; 
also 2=2* f'iächeninhalt des Parallelogramms- 

Anmerkung. Die Bestimmung der kleinsten um ein Trapez 
beschriebenen Ellipse beruht nur auf einer quadratischen Gleichung, 
wenn wir fol^endermassen verfahren. Es seien (0, 0), (a, 0), (0, 6), 
(c, 6) die vier Scheitel des Trapez, so erhalten wir für alle 
Ellipsen : 

-f 2 Äa;^^ + Cr« + 2% + 2 JEJa: + F = 0 (a < 0) , 

welche durch die Scheitel des Trapez gehen, folgende Bedin- 
gungsgleichungen : 

Daher das Quadrat Z des Flächeninhalts der Ellipse : 

und wenn man -^—0 setzt: 

C^ac (a -c)^ + 262 («a — ac + c«) C— 26* = 0. 

J(^<>0 zeigt uns, welches Zeichen genommen werden muss. 

Führt man die Rechnung durch, so ergiebt sich auch hier, dass 
das Verhnitniss der Flache des Trapez zur Ellipse bloss von dem 
Verhältnisse der parallelen Seiten abhängt. 



Anmerkung He« Herausgebers. Der Herr Verfasser dieses von 
demselben zur Aufnahme in da« Archiv mir mitgetheilten Aufsatze« 
"wünscht, dass " __ _ _ 

Ai 

sat _ _ 

m i e I m p. d e S L P 0 1 e r 8 b o u r g T. VL ]\o. 20.21. gedruckt crschienea sei. 



emseiuen zur Auinanme in da« Archiv mir mit^etheilten Aufsatze« 
'ünscht, dass hier in Bezug auf die Abhandlung des Herrn Professora 
ngcr in Theil X. Nr. W. bemerkt werde, dass der vorliegende Auf- 
iUz bereits im Jahre 1839 geschrieben und im Bulletin de TAcad^- 



Digitized by Google 



IM 



mscellen» 



In den Berichten Aber die Mittheilaneen von Vrettn* 
den deV NntHrwinsenschafteo In Wien, uesammelt und 

herausgegeben von W. Haidinger. 1847* M&rz. Nr. 11. 
S. 269. hat Herr Professor Dr. Schulz von Strassnicki eine 
Methode zur praktischen Verzeichnung von Ellinsen, wenn deren 
A^en uis bekannt angenommen werden , angegetien , die nach niei- 
oer Meinung, so einlach die Sache auch an sich ist, allgemeiner 
bel[annt sn werden verdient, und daher im Nachetebenden mitge- 
theilt werden soll. 

Diese Methode grOndet sich auf die folgenden Betrachtungen. 
Wenn ACB in Taf. II. Fig. 6. der «rierte Theii ebier Gllinse ist 
Qod ÄC=a, BC=zb deren Halhaxen sind, so ziehe man AB und 
rille auf diese Linie von C das l'erpendikel CD. Setzen wir dann 
der Kürze wegen AD = v, BD^zw» CV=zui so ist nach bekann- 
ten geometrischen Sätzen « 

v:u=^u:w; 



iL L 



also* 



e!a=a: V 
e;ii=li:to; 



6* ab 



Well nun bekanntlich 

tlie moidiiwg der EUipoe iat* so kt fibr 



110 

d. L y = tt; und für ;r=r ist: 

d. i. y—w. Nimmt man also CP= CD, CPi=AD und errichtet 
durch P und Pj die Perpendikel und PiQi auf ^C, so ist 
PQ=CD und PjQi=BD, woraus man sieht, dass die Punkte 
Q and Qi der Ellipse leicht g^ndeo weiden kSnnen. Diese bei* 
den Punkte nebst deit Punkten A und B tiefem aber vier Punkte 
des Quadranten der Ellipse, durch welche man denselben in den 
meisten Fällen mit hinreichender Genaoiglceit ans freier Hand 
wird beschreibeo können. 

Indens wird es doch der Genauigkeit gewiss f(*r(lerlich sei^, 
wenn man ausser den vorhergehenden Punkten noch ein Paar an- 
dere Pnnkte des Quadranten der Ellipse mit Leichtigkeit linden 
kann, und ich will daher der obigen Mittheiluug des Herrn Pro- 
fessors Dr. Schills ¥00 Strassnicki noch & Mgeaden Bs* 
merknnglen hinznftlgen« 

Setzt man nämlich ^=^a, so ist 
4 

und wenn man '=50 setzt» so ist 

Theilt man also sowohl die grosse, als auch die kleine Halbaxe 
der Ellipse in fünf gleiche Tneile, so ist für 

« 

CP»=|^C und CP^=^AC 
nach dem Vorhergebenden 

_P,Q,=z l BC aod P,Qt=lBC 

woraus sich ergieht , dass sich immer auch die Pdnkte and 

leicht durch Construction ])estimmen lassen, so dass man inunec- 
sechs Punkte eines jeden Quadranten der Ellipse sehr leicht diircli 
ConstructioD linden kann* 

Hiernach wurde man also bei der Veraeichnung einer Ellipse 
ans ihren beiden Axen auf folgende Art zu verfahren haben. \ti 
TaC IL Fig. 6. seien AA' Utid ßß' die beiden Axen ^ Kttips^ 
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nd Ciwi flnr Ifittdlpiwkl, io «liSlt vmi 4eo ivHaeheB CA wtA 
CB ßegeoden QuadraHtoB der Ellipse auf folgende Art» woraus 
dann auch zngleicb ganz von selbst erhellen wird, wie man sich 
hei der Verzeichnung eines jeden andern Quadranten derselben« 
und somit der ganzen Ellipse» verhalten muss. 

Man ziehe AB und falle von C aaf diese Linie das Perpen- 
dikel CD, paus neiuae man . * 

. CPssCD, CPt^4M. (^^\äC, CPt^\AC% ' 

■ 

errichte durch die Punkte 

» 

p, />,. p^, p, • . , 

aof ^C^lie Perpendikel 
md nacbe ^ 

80 sind Q, Qi , Q.^y nebst A und B sechs Punkte des Qua- 
dranten der EHi^Jse, diircli welche man denselben in den meisten 
Fällen mit hinreichender Genauigkeit aus freier Hand ziehen kann. 



V#fc dem » 

Herrn Doctq|r J. Dienger^ 

* liehrar der Maihematflc und Tliysilt an der l^dherm BnrgertdialB -in 

Sinebeiin bei Heidelberg. 



Waop drucken die Gieiehang^n: 

(ai * — Äa^a) x + («363 — «1 a^) y + {aj)^ — 03) ^ = 0 , 

eise und dieselbe Ebene aast 

* 

INe Tergelegten Glelelnnigen sfaid avcb: 
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Zieht man Dim aus den ersten zwei GleichuDgen die Werthe von 
^$ ^9 «o erhilt man dadoich 4ie Glelclimig der DurehscbBltte- 

lioie; sollen also die Ebenen zusaromenfallen, so mnss man Oir 
X v 0 

— » ^ Wertbe ?oo der Fenu x prilaiten. Das Gleiche wiid Statt 
% % u * 

haben nilsaen, wenn num die orale nod driHe GUMnog sur Be- 

Stimmung Ton — > ^ benützt 

Ans der ersten und aweiten Gleichang aber folgt: 

% luWff9 —^lOtiH + «a*^ + «1*^1 — ^6a^^)* 

Dagegen folgt aus der ersten und dritten: 
. • • • 

' Damit also die vorgelegten drei tilelchiiDgeD eine einifge £beM 
auftdrCdken, genflgt die Bedingung: 

k 

(Man sehe: Memoire sur r^quilibre int^rieur des 
Corps solides homogenes, par liame et Ciafieyron in * 
Crelle's Journal. Bd. 7. 34.) 

. • • • 

... 

• • • 
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Ammmg mmm einen .mcii ngeAni^- 
tea Werkelten fib^r analytteebe Per- 

igpektlve. 

Herrn L, Mossbrugger, 

.Muser der Ma^heniatik an 4er KanjUinMchale Aarati, ^ , j..- 



1. Zur Erklärung dos Folgenden wollen wir iiaeli»teheBde fie- 
xeiehnuogeo uo4 Annahmen vorausachickeo. . ; 

O sei das Auge; (<,M,r) seien seine Coordinaten , welche auf 
drei rechtwinklichte Coordinatenachsen der der und der z 
bezogen sind. Die Ebene der sei,. t>o lauge i^ei^e besondere 
AUbidening angegeben wird, dliejenige Ebene , auf welclier. aleb 
diePonkte im Kaume perspektivisäi projiciren und die wir mit den 
Namen Tafel bezeichnen. Die zn projicirenden Punkte» Figu- 
ren, Oberflächen u. s. w. nehmen wir, wenn es nicht beijonders ange- 
merkt wird, hinter der Tafel oder auf der negativen Seite der 
Achse der das .Auge biogegen vor derselben oder auf der po- 
4lven Seife der c an. Die Pankte im RamDe beieichneii wir mÜ 
Af B, C,..., deren perspektivische Projektionen aber mit y^p, JSp, 
Cp,.... Ol Ist die ortnogonale Projektion des Auges auf der Tafel 
und heisst der Augenpunkt. Die Ebene der xy, in oder über 
welclier sie!) die 2u projicirenden Gegenstände befinden, heisst 
die Grunde bene, ihr Durcliscbnitt ^t der Tafel, oder die Aciise 
der V, Baaia. 1}nler perapektiviaeber PrajektioBsUnie ¥eT8teben 
irtrjede von einem beliebigen Punkte im Räume nacli dem Auge 
gezogene Linie; —X, Y, Z seien die rechtwinklichten Coordi- 
naten eines Punktes A im Räume; y, 2' die Coordinaten seiner 
Perspektive An', beide Coordinatensysteme sind auf den gleichen 
C^ordinatenaniang und aaf die gleiclien Achsen bezogen. 

Siu^ nun 



TheU &1. 



8 



lU 

ae CMdrangen der ^a^Ü f ih nk w Ptojektionslipie des Puok- 

to0 As 8o haben wir zur Bestimman» der CoefBcienten 7/?,, Wj, 
«4, 1% «nd der Coontiiiateiiy • 2' folgende BestimraungsgleichuDgeo : 

Ans diesen inden wir: 

tZ^rX 

2. Neimien wir Jetzt a»« es befinde sich cio System paralle- 
ler Linien in olnpr Ebene von beliebiger Lage, und nebmen die- 
sem zufolge feroer an» dass 

arszw^i-f-rntt ...... . • • 



die Gleirhune einer festen genden in der Ebene* der -spi befind- 
licheo Linie t-e'i. * ' : - - > 

Die Flit n«' der tz wir ftlr jetst, der ^Mrtfcüih W^^eft^ 

dureb da« Atige gellend auuebiueu. «. * •* '' *'/.* 

Ftencr seien 



. ■ '-^**^'\ ..... 

. ^dic Glcichnngen einer Geraden, die sicli iiiinicr in naralleler Lage 
ihit sieb selbst auf der Linie 1) bewegt und^ auf 4ie6e Art ,«0^ 
£beDe erzeugt, fUr deren Gleichung wir: 

lj I" - ...... 

ioden. BeMerkeo wir, das», weil sich die Linien 1) und 2) schnei- 
te, 'fi^t=z ^^^ m, SS inte «k bNsbt fir dis Uskl»i« 
Ebene?weläe dsKli die Uide 9 mi te Auge (t, r) g^^ 



emer 



♦ai»»i— *L)i^-(«i-n)ii«i— 'fpntjr J 



wir fener an« «s seien 
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die Gleichungen einer Linie, d|e nit der Geraden 2) parallel ie^ 
and zuf^leich mit dieeer in der Ebene 3) liegt, so finden wir» wie 
vorhin/ fVir die Glefchiinf der Ebenes 'welelie'diiMr'llW'^loier»^ 
bmI d«n:li 4iai»-^iqgb>(f»<f>) gebt/ lalgeiide^:^:! •.>•>.. in. . 



Die piirchschoitte der Ebenen 4) und 6) mit der Tafel geben 
die Persj^ektite der Linien 2)f nhd 6). "Wir erhalten die Gf^bun- 
?en dieser Durchscbnitie;*irellli 'wir io^'däii GleiebüiigM-4>'liiid 6) 
2=0 setzen, v'odurdi . . 

■ •' . •• * »"» «I . .• ' '. i ••• »rT» * •*..:•• •! ••»' «th ••*• 
wird. :» • ,.: . ... .'. • ... . ' . . |. 

Da diese Gleichungen zwei Linien darstrllcn, die nicht paral» 
lel^ind, so können wir daraus schliessen, dass sich die perspek- 
ti^chen Proiektionen paralleler Linien schneiden. Bezeichnen 
»ir die Coordioaten des Durchschnittspunkts dieser beiden Linien 
mit ^, r; Bo fiiidea wir: * * 

• « = , r=^5^. { 9) 




M'kunnen vvir (daraus schlie^sen, dass sich die ]'rojekti( 
parallelen Linien In einem Punkte schneiden. INIan nennt diesen 
• Punkt Fluchtpunkt oder Zusammeniaufungspankt. 

I 3. Wir erhalten leicht für die Gleichungen einer Linie, welche 
durch das Aoge (<*e) und durch den FioditpunlKt (^^r) gebt» Col- 



Diese Gleichungen, welche zugleich der DurchschnitUlinie der 
Ebenen 4) und 0) in ]\o. 1. angeboren , stellen eine Linie vor, die 
Bit den Linien 2) und 1^) in No. 1. nanHel sied. 

Wir sehen ferner aus den Gleichungen 9) der No. 2. , dßMB, 
WM wir des *) FaM*>' nnd den Fiucbtpnnict einer Linie keutn» 

■ 'r • V*' 

*) 9. b. den Paokt,,!» welchein Ae Ide&e üe TMk trlfll^ 



I 
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wb auch die Gleichnng ihrer Perspektive finden kGimen. Sind 
daher 1 • 

drsfefii^ 4-9132 \ «V 

die gesebenen GleioUuogeii einer Geradeo im Räume, so finden wir 
nach diesen Bemerkungtti leicht für di^ Gleichmig ihrer Perefek- 
tive tolgende: 1 

^ W3Ü + W3 — J ' /ijü -|- ?/ls — t 

.. ■ f' • •■ . ' ; 

nifd wenn die Linie 2) durch einen ^es^ebenen Piiiiki.^»6»c) geU^ 
80 ;geht dieee Gleichiiog ioi folgeo4^ ^ber ; • 

- W4(flp — c<) — 6 (713 t? — t) n^ jt — a)-fw36 . . 

Wir können auch umgekehrt zeigen, dass, wenn die Coordina- 




lg der i'ers}» 

ren dieser letztem selbst licstimmen können. Denp. die Gieichaog 
ler durch Ci), {O^, 6*2) gehenden Perspeirtive ist: ~ ' • 

' • ' 



6) 



Sind nun 

die ztt liestimmenden Gleichungen der Geraden, deren Perspclc 
five durch die Gleichung 5) dargestellt let, so hahen wir In Se^ 
tiehunii^ auf den Faräpunkt der Linie 6) die Gl^chungen 

Und in Beziehung auf den Fluchtpunkt nach No. 2. Gleichung %j 

\ 

Aus diesen vier Gleichungen finden wir: ' \ 

TV — (h V — Ct 

. .i^-iZi:^' <*e- .. • . 
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ipte'i*«ftei fUe GltttcInngOD 6) ml« 




Aelche der zu bestimmendeii Linie ani^ehoren. 

4. Nehmen wir endlich das Aiiije witMler ausserhalb der 
£l»ene der xz, und versetzen überdies die Tafel parallel mit sich 
sMbst in die Entfernuiig h von ihrer livsprun^ichen- Lage , ntffeft 
ier positiven Seite der a:, jedocb. BO^ dass A<A und A<f iat« 
9 finden wir durch eine leichte Veränderumi^ zwischen den Coor- 
finaten X, V, Z eines zwischen der Tafel und der Ebene der vz 
legenden Punktes A und den Coordiitaton jf' , zf seiner Perspci:» 
' Ap folgende Beziel|ungsgleicbuugeu : 

r(t^nn(k--X) r(A-30-f.Z(f-A) . ) 

r:rsr rrx a> 

II * . I, — » . . 1^ — y * i V." ' 

^ )• • ■ ^ f 

Für die Coordinateo q, r des Ffatehtpunltts einer Geraden» deren 
"lungen 



«=fH + n«* 3) 

I . : . 

idy ergeben sich die Werthe: 



9- J^^^ » Vi • • • • ^ ' » 

Endlich iiir die Perspektive der Linie 3) erhalten wir die Gfcei** 



5. Aus der Gleichung 3) der No. 1. haben wir gesehen, 
js die durch diese ausgedrückte Linie' mit den Geraden, Avolche 
rch die Gleichungen 2) oder 5) der No. 2. dargestellt sind; 
*lei ist. Daraus geht aber hervor: dass der Fluchtpunkt clor 
Jt diese Gleicbhngen din^estelltßn Linien gefanden wM ; wen» 
t' durch das Auge O eine Parallele mit einer Jener ' LIrileil ' 
I und ihren Dorchsdhnitt mit der Tafdi sndit. 

\, pa das gleiche Resultat von ledern System paralleler LinieB« 
p sich in der Ebene 3) der No. 2. befindet, elyenso geni^> 
pi .wird, so folgt wieder daraus : 

^ Dass sämmtliche Fluchtpunkte aller in der durch die Glei« 
' mg 3) der No. 2. dargestellten Ebene befindlichen Systeme 
^er Linien eine stetige gerade Linie bilden, welche man 



Iii 

erhfilf, wenn man durch das Auge mit den Iiibiten' fler cm&hnten 
Systeme parallele Linien zieht, ihre Durchschnitte mit der Tafel 
sucht, und diese mit einander vethindet:« > t). h. die so ehen coo- 
strairte Linie is^t nichts anderes, ah , die -.Ütkrlchschnittslioie der 
Tafel mit einer jiarch da« Auge ge)esten^Ebene» die parallel mit 
der in No. 2. Uleichung 3) dai^geatellten £hene ist. Man nennt 
diese Linie Verschivindungs- eder Flucht Ute ie der Ebene 

Eine Ehene let daher ]|^8iimn|ty..^tean:i/ihi: niiiraN4^l4l^.|9U 
der Tafel (Riss) und ihre Etucbtlinie .gegebeji ist 

: Nach; diese« Fi4fferuQgmi«p^ eä .lelcUiWip, dle.Cletmpg 
der Fluchllitiie «bter fibeee ,. . ; ,;; j 



wä eiWteii;,,*, ^ese )st nSmlicli V wfö' wir leicht fl^d|!d;- ^ ' '. 

_ Ai^nu^€o Cz ''''''' ■ . • 

6. Als eine Anwendung der in den vorhe^rgehenden Nummern 
entw ickelten Sätse 'wollen %vir nnn noch fslgende Aufgabe losen : 

* Es sind die ('oordinaten /*, g der Perspektive eines in einer 
Ebene gelegenen Punktes, nebst den Gleicnungen der Fluchtlinie 
und den llin»es 'der letsteni gegeben ; iuaR,MilT die Ciküdiiiiig der 
Perspektive des Per[>endikels auf jene Ebene suchen |. 4M<iuiffdl| 
den Punkt» dessen Perspektive gegeben ist, gebt ' 

Sind jQr,r die jetzt noch ui^belcannten Coordinaten des Flucht* 
mmktee Pp des gesuchten, durch des gegebeefii.PQiiIrt gefaeodea 
Perpendikels auf die gegebene Ebene, so wissen wir nach den 
bereits Gefundenen, dass dieser Fluqhtt)unkt kein anderer ist, ah 
der Durchganjj einer Geraden mit der Tafel, wett^be Gerade jencui 
Perpendikel parallel ist und die durrh das Auge geht. Denkei 
wir uns daher (Taf. III. Fi^. 1.) e« sei Z*^ ^^e.^gegj^b^fie Flucht 
Knie der Ebene, worauf ein Perpendikel errichtet weroeni spU^ s« 
wird eine durch das Auge gelegte und mit dieser Ebene parallel« 
Ebene nach dem- eben Erklärten durch Fp Gp gehen ; es wird da 
her eine im Auffe auf letztere errichtete Senkrechte die Tafel ic 
verlans^ten Flucntpunkte Pp treffen. Sind nun OF und OZ di 
Achsen der y und der s, so liegen diese nacl| uaserer in No. ] 
und No. 2. gemachten Annabpia in der Tafel, und? es wiz^ deoiuuc 
die recbtwuikycfate'.Prf^ktipn Ap des Aug«^ auf die TaM ii^ 
Achse OZ fallen. Fallen wir ferner aus eine ^Senkrechte 
auf die gegebene Fluchtiiaie FpQ^, können wir diese Sei 
rechte als den Riss einer Ebene betrachten, die durch da:$ Aiul 
geht und senkrecht auf der durch das Auge A und durch 
gehenden Ebene ist, in der also die vorerwähnte, dyrch das Au^ 
A gebende setiltrejielite Linie edtiiilfSen fßt, %nfMfiä wir eodlit 
in ^« 9m( ApFp eine Senkrechte ^yf» ile^!^^^^eI^'Ab^tknd^ #1 
Tafel vom Auge, und in A auf .4rp'ein PetjMhdikel AI^p ^ i 
wird sein Durcnschhitt Pp mit ApFp der gtesuchte Fluchtpual^ d 
auf die ac^cbene Ebene zu errichtenden Senkr(ichten sein. (p 
das st» eben coustruktiv, angegebene Veriabien ana^^cb , 



V 
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föhren, nehmen wir an, es sei OApz=D, AAp=:t, SO=—mt, 
ZGpSO=:(p, ^AnQD — np, cote:9)=„j, OD ^y' , DGp = 
AE senkrecht auf OT, iiL parallel OZ, A,J und GpL paraliei 

— »i = tg ^: 1 ^ ' l •^ lU - - . m .» i Iii« 

die GlekhtB^ der Fiuchtimic FpGp, worin . «Att: lind iui ttekatante 
CMistab«^ lim« y , die iimfcadai GeoEdjdajÄ l8iad..T.;L >n : 
Fenier sei . ...niniv-i ' 



die Gleichiuig des Rieses der gegebenen £bene» and 

! fBe Glcdl^fcnpig* der Senkrechten ApF^ oxS FmQp, welch^ durch den 
Augenpunkt Ap, dessen Cöordinalen'^'=±0, 2i' = ^' sin4|«„|^eht» 
80 hmntitip nr Bestimmmsg Vopi f% nnd^iia die CvlmlKRigen: 



oder, da f =3 90«> + 9, 'SO i»t ' * 




• • I I ■ • 



folglich ist die Gleichung von ApFpi 

, ■ * • I . • » \ • I 

: INehmeu wir fernei*" *" 

I Y = lll8-f Iis«' . 

als die GfeMiung der au/ ^p'^V erriebtet«« Senkrechten ApA an.' 
60 haben wir: ApSiAJ — i'Agcp, also AJ=:ApJAQ^ oder 

> . irt». ■ .' ".f^- « :•• :■ |.»' - *.\) 

^ '\ •!.'» II ''idjfe© +—=—=-., 0JE!=^»J== '»'•"I 



\:t .\ : "^Vl + JH*' ^ VTpiS» 5 • . i^nl .i• 

^üe Coordinateowerthe des Pi^nktes A. Es luuss daher die Gleicbui^g 
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. ■ »I« - , , * ■■ ' ■■■I 

f j 

statt ündeD. Weil aber AAp parallel FpGp ist, so Ut'ft, = i^,' 
mithin f/is = — UiV, folglich, . - v,'. 

y=-«,(r_,') 4)- 

die Gleichling von AAp. i • »* ' 

Sind and z/ die Coordinaten d«s Durchscbnittsipuukts der 
Linien ApFp und >>6p, so fiDdcti wir iUr 4tes«lbjeo mittelst den 
Gleichungen 1) und 3) ; n » l 

mithin findeii wir ebenfalls für die Linie AFp, welche durch den 
Punkt Ff oder (yi* , Zg') und deo Punkt A geht, die Gleichung: 

Auf ähnliche Art wie die GleiphuDg 2) finden wir für APp, welche 
dorch Ä geht und auf AFp senlcrecbt steht* die Gleichong: 



jiii + «1« — «i^V 1 + »i* 



ö) 



Bezeichnen wir endlich die Coordinaten des DurchschnittspuniLt« 
Pp von ApFp und ^Pp mit y% waA.iJ , so finden wir leleht: 

»,'=^^^. ,^H0»dJ!iEi±2i£i , . i ; , 7) 

\ • 

Da aber die sjcsucbte Perspektive der Senkrechten auf die 
gegebene Ebene Auch durc^ den PuAkt er) gehen, mu^s, so ist 

MnHi Gleichung: ,:i y \ .' v '-r-.i » 

r— (y-e)(iiii+iiiü)-iitl» (ff-©)(mi +«ii»)-iH<* ^ 

7. Nehmen wir jetzt an, in- der Ebene der cfy befind eu sich' 
swei einatider entsprechende Punkte A und A' zweier colÜDearet 
jS^rsteme, deren Perspektive wir, wie bisher, mit Ap i|Qd^i4|Mll^ 

zeichnen. Die Coordinaten der erstem seien A', V; P, Q; und 
jene ihrer Perspektiven y' y -J \ q' ^ r' \ m erhalten* wir die 
Ziehungsgleichungen zwischen den .Coordinaten Y\ y' , z'; 

wenn wir in den Gleichungen 1), 2). der No. 1. Z=0 setzen. 
X^iese sind also: • ' * ' * ' • • ••«•••«^lu«» ) * «v 



^od by Google 




m 



il /((■ 



-il 



die Glcicfcmiyop) 

r uns nun die Tafel saninit tlein Augenpunkt um 
>Uuie mit der. Ebene der Figuren (d. h. um die 
dUHEhM'M'ji^; gedreht , und setzen der Gleicl^r- 
JeMichediie. frem ^:and-^<»;Matl[V'««di^i^j^ 
Hingen 1), 2), 3) und 4),' wenn vrir tMüereie ÜM 
o zweite uod ¥ierte mit i im Zähler aad Nemier 
qde über: 



6) 



a:' 



4+1 



• 1 X • 



4+1 



ff « 



u 



0 piA <?+t/^- 

7+1.. j+1 



• *• * » i . t • 8) 

•'S. 



*^ ^ ist aber bekannt, dass, weiin^T', Y'\ P' , Q' iVni Coor- 
^jh zweier entsprechender Punkte von zwei zusamniengehuri- 
y jJftlUnearen KSy^stemen sind, alsdann die collineare Verwandt- 
'Sdw<Ji fönende Glekhungen ausgedröcfct \Vvird : 

l^'Welelie» »auch die beiden ideicbuugcn: •• , { 



> ♦ 
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Uervorgelieii, in welchen der Kyrze we&^bj 

W3«a — 'V. ' W/gSi . . '«2*1 —"»1^2 .1 11\ 
II* ~^ > , V«!^ ■ > w**C- 'r 

7W.» W 3 — W3 7/2 W*3 «1 — '"1 « 

. Ii.« — "~ > V>i — — r •• * — ^ • . • • 

A Uli»,— ^J^^ »>inB-«iY% - * 

gesetzt warde., , . , . . . . , 

•nii l^eiimrkeu n;ii, da£8 einige der GriUseu 7;»| , it|.,.4..>>jMKb Null 
s^.ikßiioßiir iliilirerdeilBhte; dltk^MiiDgeo 5) 9mk 
Cileichpllg«n'^i.dle Oeiehun^aK ^ «nd i)f *iiittMlleiP^miclRnised 

«Aa-'eilMfiBjBi wiity/daas: • . . .i' ! >- tim ; -< ) 

i'HPm: !,.••! 1 * • \ »i..« tt */ '1: ' ' • '.V 

= »icsO, #1=0; %äO; 

Ti,/ "3-", I, 



n=<^» ^=0; fit=-jf <«i=l, ii=0; 
Iii ' W=f»*?^=0-^ * 

Die gleicben Werthe y6D fii, etc. würden wir atieh erhal- 
ten baben, wenn wir die Werthe von 777|, tii, etc. in den Glei* 

chunijen 11) substitnirt hätten. Aus der Ver^leichunjij der Gl^hini* 
5), 7), 6), 8) mit denen in 9) und 10) geht hervor: 

Das.s ein System vbn Punkten A, A' , A" , etc. mit seinen 
Perspektiven Apt Ap , Af", etc. in der Verwaodtschaft der Coili- 
neatiuu steht. ^ 

8. Lassen wir endlich in den Glekbungen 9) und 10) der vori- 
oen Nummer die Accente von . Q' , X! , ¥' weg, und schrei- 
ben, um Vervrechshingeu zu venneideo, «m' statt mi, n' statt 
etc. 9 80 drficken offenralr'die Gleiehnbgen 

l"«:; » -ni.'. . • .,'0»-' " ii »•'•.••.lij-ir» <»-«m 

die collindare Veriiandtschaft der' Systeme P, Q und F 
aus. In den Iet7>tern haben natürlich ft' , v' etc. ähüliche Werthe 
wie |ii> Vi etc. io ISo. 7. Gleichung ii); äwbstit«ren* urio in-.!) 
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wMl 2)t8tatt Q»; «und F die W«rthe avs d^ Ul^chun^B 
5) und 7) der vorigen !Nummer,i so fiudeu wir: t>.>'.:;iit r-u'. 

Aus der Form dieser Gleichungen ist leicht e^rsich flieh, dass auch 
die Punkte (/>', o') nn4te', W') eiilfl|pre|i;bcq|je' Punkt« ^ic«ier col- 
liiie*e>r VS^steme 8i«d. -T^*^ f 

9. Aendern wir Jetjst das ( •oordinatensysteni *<o, dass ^jij die 
Abbse der ii?' durch' ' Augenpunkt £jeh«?n , i|irer Richtung iedocb 
änVeräodetf'liyeii'i'Ba^'MBltf'vifr ra -ädo 'Gleiehüngen 5>/()); 7), 
der No. 7. our F-f tc «tatt F, y'-h« statt Qi-u statt Q/-^-^ 

«t»tty a«MlmK:^Kri|ili«itlk-^if ». •: iKi rM, -u« .^| 1 y.i 

i'.. .V» !.(ftt (v^ M*." ..,*v. ! .1» ('f .7.» :li.iu*\ '.t'. « U 
mhh; .'. '.JJä^ — ^-j^^^; 'Ftta iö Si J* yi-i; .>,:tf1 ^.4. <»\ 1) 

*. .i) -r' .'il» ■ 'i:'"'!, . . i (I :u't;I)i*'I.> ii-»!« iiA (i 
"1 • Mi'I • •! .if. •»: V . 1-,JC \. .' . • v'* ' ••>'!> .'.> ••> •(! . 

l'.'i "r.'.iil«'» { ... Ihw^V'i« Jk i ' m Ii m'i'»// ifi.jiTs; 

.»V. •'•^ /\) : • ■'» .*! •Ii: ' •» I, 'T 

•»'4 >.:! • •:•••• /.*. . • I I ' • P t t ' * '•••» 

1. ••« i' » Ii ' I ' \ •■, • t 

M ■• j . . . . 1 »•, . f • t.i >. • I . . . f .' • i' • I» '•, . \: 
• -II' - I» '«i f; ^•:* *< . » T»'» ' -.il.*;: :!' : 

... M- : - . i -\i ; ' Q - ; h.i : •'i .\ 



■ • ' ; ' ■ ' t" . t' • •. .r,«: )<! «.•'} • '. .• \. 

ediakeo. Bemecken wir, das«, vi^eno» aUgAinciff Pf:^ Q{l>^X'4*^V. 
A OMIaiM ■atelaa.hBiqitrtfhnHifiia INiiikUijBlwi» .ili|ik;Mei .«Mr 

linearen und colli near liegenden Syalflinen angehören, Jjblgende 
^^«sfoi:»)!^ di<m. Alt 4er^..^i»jjB»triaiAe^^ yerw^tachaft 

• .*•'♦', III" ' J^ jl' ••'>■:' • '* )lffY '*'•' • " ' 
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worin Mi, M^^ MtwfasailiQ - CouAtaoteo '/>siad, , fiad ' ^4Mt 
aitö diesen auch :ih «• % . " '> * ..ii:. 

Setzen wir in den Gleichungen 5) dW« Wertl|e ^ 
tuia H fil^ 1) >ind 3)v ao erhattea wir: ^ . 

10. Betrachten wir die Resultate, die wir in den Nummern 
7., 8. und 9 , gefunden haben,, , erhalten wir folgende ErgeU- 
nisse : ' . * • ' . ' , . .i 

a) Es folgt aus den Gleichungen 5), 6), 7) und 8) der No. 7., 
datis die Punkte {X, Y) und (x' ,y'), so wie (P, und (p',^') 
Punkte zweier eoUinearen' Systeme sind. 

i 6) Es folgt aus den Gleichungen 3) der No. 8., diiss auch 
die Perspektiven {x'yv'], (/?', g'} der Pankte (JT, F), (P, Q) lu 
ebaoder in Verwandtscliaft der CoUineatlon stellen. 




aiMrehören, wenn die Systeme P, Q und A', Y coHinear und 
coUinear liegend sind. Dasselbe gilt auch wegen der Gleichongen 
7) derselben jNuinraer für die Punkte (p'»q')i (x\y'), 

(J) Denken wir uns die Ebene der gegebenen Punktensysteme 
sainnit diesen um die Basis in die Tafel umgelegt, so wird dadurch 
die Collineationsverwandtschail der bezüglichen Systeme nicht ge- 
stört. Weil sich die entsprechenden Linien der Systeme P, Q\ 

f)' , a' auf ihrer GolBneatlons- Achse schneiden, der Riss (die 
)urcnschnittsnnie der ge^^cbenen Ebene, worin das Punkte nsystein 
P, Q liegt, mit' der Talel) aber diejenige IJnie ist, welche vor 
der Umdrehung jener Ebene in die Tafel den Ebenen beider 
Systeme gemeinschaftlich war , so müssen sich auf derselben alte 
entsprechenden Linien schneiden, woraus hervorgeht, dass der 
Hiss der gegebenen Ebene zasieich die Geilineationsecbee der 
Systeme«/'; Q-, V istv Aus - den. igieididBr firflndeiL^firi^ 
dilis' derselbe Riss aiiek die CeltfawirtisrpsndiBe d«r SyeteMulTi 
3^;^y'^ 'isit ■ ' • • :. . f'. .1. .. 

e) Da sich bei zwei 'coltinearen Systemen überhaupif''fl^Jeili*>' 
gen Linien des einen Systems, welche iraralieIeD Linien des' Ml^ 
dem ents|»rechen , auf der Gegenachse des erstem schneiden , so 
werden wir leirht einsehen, das« die Fluchtlinie (diejenige Linie, 
auf welcher die Zusanimenlaufungs- oder Fluchtpunkte aller Systeme 
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m 

von ükTiiielelf, die sich in eiher Ebeiicf beGnden, lidgeo) d0^ 
Ebene, in welcher die coHineareri Figuren liegen, nichts anderes 
ist« als die gemeinsiune ^ege.oachse der Systen^e..^, ^hiff '* tt' 

/*) Sind die Systeme P, Q unH Xy Y coilinear und colli- 
oear liea^end, so gilt dasselbe vop der Cullineations - und Gegen- 
der entspreenenden, Systeme wie in e). 



a) Aus der Beziehung, die der Augenpunkt zu einem Punkte 
in Kaome and su dessen Perspektive Mf/ so wie aveH ans dlMoi 
bekannten Satze über coHiiiear liigflwde.Systenie : „ dass die Linien, 
welche zwei entsprechende Ecken zwMer coilinear liegenden Figu- 
ren verbinden, sich im Collineationspunkte sehneiden", folgt, dass« 
wenn die Ebene der coilinear liegenden Fignren um ihren Riss in 
die Tafel gedreht ist, der Augenpunkt zum Collineationspunkt der 
beNMD .^Pjifeme X, Yi 9f , y^i sowie der Syslemr P, Q; 
|/, ^ wird. 

- ^ Endlieh wenten aneli dIft .Mlliieationspuolite der Systeme 
X, F; P,Q und X, F; x', oder der' Augenpunkt und jener 
lier Systeme 0^,9'; p^,^ auf 'einer, einsigen Geraaeo ttc^en» ete. 

lt. Wir halNM in No. 4 4B|)hsi4nng5) gefimdenj dass 
fiedeichung der Perspdktire einer Geraden ist» deren Glrieiiun- 

* dp'esiij -f ViZ, y = ft2 + V2i i •'• ♦f»d 'N 

.Iii * • 1; 

flbuL Wir kOnoen der Gleichung 1) auch die. Form : 



en. Setzen wir in diesen Gleichungen /=:0, d*-M%oeliai^ vrii 
•titt des Auges den Augenpunkt, so erhalten wir . 

• » 

* ' - . ' « • 

Betrachten w ir in der Gleichung 3) die Grössen und als con-» 
gtant, d. h. deiiken wir uns den Augenpunkt fest, so erkennen 
wir sogleich, dass die Gleichung 3) die Polare des Augenpunkts 
awdfflekt.' £s ist daher die Perspekfire einer tSeraden «ift'Po» 
Ive'dss festen Augoppunktes. , Betrachten' ivir aher in^ der Glei- 
cfiung 4) die Grossen z' als constant, so drückt diese Giei- 
cboog die Polare de^ Punktes (y' , 2') aus , oder auch : 

. Denken wu uns die Perspeirtive irgend eines Punktes im 
Baame al».tet^ md dpa Augenpunkt aal def-idntdii.idiai.(itteiBkfli9 
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4)'iail3gedrttckteh Geraden b^wej^Kicfi so Ist cH^e Uifraidc P(v- 
lore'liker Perspektive jenes Pmiktes im Räume. ' « ' •'»'!■ 

^' Mittelst iler Gleichung 3) können wir aucli äie''Au(g{ü[)e (»sep : 
„Es sind die Gleichungen einer Geraden • \ • • 

|;|;:-| :.,t|i .. -l l!! . -v ; . • '* • . ; I-. '.Üj ' .•ü'*''. i' ^ 



gegeben» «nd die GieichuDg .:: 

ihrer Perspektive ZU finden/* .. . .. . ! . i. • 

' " Nehmen wir, wie bisher, u und v als die Coordinaten des ge- 
sucliten i^ugen|)unkts, so wird uns zu deren Bestimmung die Iden* 
fificirung der Gleichungen 0) und 3) führen. Dadurch eiiialten wir: 

- . it'-„** 1 ♦"i: •* ' • ■ . •\ . ' ; j • . i . < 

Aus diesen fii^den (^'ir:' i , — • i r^/v 

r = , M= ^. 

',i(d''''*'' .1 " 1» .'-1 !••>! ' '• • i I • .'ii'.il . 'ilt ^ • 

12. Wenden wir die gefundenen Beziehungsgleichungcn 
zwi.'jchen den räumlichen und ihren . perspektivischen Coordinaten 
auf Curven und Flächen zweiten Cirades an, und zwar sei zuerst: 

-V)*— a^Ä2=0 1) 

die Gleichung einer Eilipjjte!, deren Achsen 2« und 24, und deren 
Mittelpunkts -Coordirtaten 9 und — sind- 

Bezeichnen wir wie früher die Perspektive des Punktes (JIT, F) 
iti?f (V, i'), sö linden wir leicht nach Gleichung 1) und 2) der 

No. 4.: *' ■• ■■ . • ■ • - ' " ,, 



^ v — z' ' ' v—z' 

> i • ^ ». . ... 

von F — 17 und f — AT in der Glei- 
Gleicbuiig der Perspektive der EU 



! li- 



tt ....!> ",t_ 1 ^ -.j • ■ . .'-'J -1'^ 

Substituiren wir diese Werthe 
c;bu|ig! 1),' so erhalten wir als 

Ui)«tt 4) .folgende ; > . .7 >..■, , " . j 

Diese Gleichnnii di^ückt im Allgemeinen^ einen Kogelschnitt aus, 
dessen 8peuialirat von den Grössen '0^y6y fi etc. abbän^g ist.' \l 



Google 



uiümi^ mhitmcy«m ' min. iMwiill ob Jir JMMdlpwilBl ' ^ler ferspdei 

tivischen Curve 2) zuc^leich auch die perspektivische PfojektiOll 
des Mitteipank^ .(jker gegebenen KiUiuse 1) ist, und uu F9»U- die- 




BeieidniMi wir mit yi', zi ille Ooordinaten des BüftehNiiikto 



Sbd "yJ uni zJ die Coiiäfoateii PerspektiVe HUyLmkto 

. ..^ra TT ,<-r^' ^. '"«'-r ' i \ ! /"^ • 

jenen der Coordinaten Vi, daraus fol^t, *dass im Allgemei- 

nen der Mittelpunkt der persj^ektiviKchni ( nrvo nicht "mit der 
Projektion des Mittelpunkts der pcrs})ektivisch projicirten Curve 
zusamment'allt Um die Cunre zu bestiniiraen , welcher sich 
das Auge bewegt, dandt der MittelpiiDkt der pei^pektiviscbea 
€ar¥e xnit jenem 'der projicirten- ziuiammenflBdle/'eeCsBeh 
Coordteatenwerthe von und , so wie die von s«' nnd efan- 

t^l/CZ-K)— > l 

.1 .■ :.• ^^j^f^fr ^fL^ f i tr n.M. 
erhalten. Aus diesen foigt abeT. dass v * ... r 

">..•»•.,•., f »:'.•?!.'»«; 

ist; II und v fallen aus der (Tl^icbimg und bleiben also unltestimnit. 
Diese letzte Gleichun*? spricht aber aus, dass der fraglichen Ue- 
dingung Genüge geleistet wird, wenn sich das Aug«. iu. QiiKv 
Ebene befind^, die mit der Tafel parallel ist und von ihr den 

AMtand <= — ^f' ^^^-^ Jedoch versteht cto sich Von sellist» 
datss a>/V2ist. » • - i:'!-*' -i-« 

13. Der in der. vorhergeh^udfen -SfiimiBer g;emacbteu Unter- 
sndiuog scfaliesst steh» der Natur der ^Sadie gemäss, noch fol> 
eende an: „ WeltcbeK^lat.diec Ort;d(B» AniS*>» durch die 

Gleichung 2) der vorhergehenden Nummer awsedrückte Perspek- 
tive der EUipsft» J» J^e>.U.iiwSdef ahw Kjai|iii gBliMK aoH^ dwKd^K 



IM 

gegebenen ClUpse 1) No. 12. Siiolich «9t, jeiloch' mit ihr mcbtähn- 
ßcn liegf?" > .■ •> .... •■ : ./«•. »i .. 

• Bezeichnen wir mit «i und Oi (life Halbachsen der Curve 2) 
Nr. 12. , so niuss bekanntlich: ' , 

— ^—k . l) 

sein, wo k einen gegebenen constanten CoefQcienten bezeichnet 
Ferner tinden wir leicht: 

{ (/ + 0* - II a2 (5r - + 6* (/"+ 0* - (^^ - )' 

- ( • . I r 

Setzen wir, der Kürze wegen, : 
8p mußs (Dach 1) . i • 



2gV^«2 

sein. Aus diesen beiden Gleichungen erhatten wir: 

gg { A-4 ^ V A» — 4r<g^^p^ { (/-f 0«^^^ } ^ . 

Ordnen wir diese Gleichung, so ist: 

• ■. • f . : Ml 

oder auch : • • » " 

i 

daraus folgt aber auch, dass: ^ t . . - 

•..f| ^_(a2+6*)t>V"(/+t)*— a« = 0. ■ • ' . 
Setzen Wir statt 1* seinen obigen Werth, so haben wir: 
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SefaieB wir in dittieo GMcbungen g-^u^u'^ f^i^'f; tto' eilMM 

km «ir* 



* • 



, . oVf.i- + a*r»- «»4> + («« + Ä'y e V <'.» --a^W.O- •») 

0»(b AddiGop dieser Crlel<;^iil^eo erbijfiin wipi \ , . j ... . 
od« 

aV*+6V*+aV— aW=0. 7) 

Doidi 8iliffaieil«a teselben .aber: ' ,^ / , • - ' 

«der * •••• •• •• • 

PliteWMifceM wir di* geodwifM^ B«<iea0li% inr GfeTcboiMo' 
7) ood 8) wd sww die emr jedee laalseMiidere und dfl^ beide? fit 
Verbindung. 

Die erstere drfickt oflferibar ein ütndrduiä^elItp«oid aus/ cfeit- 
sen Mittelpunktscoordinaten — f und ff sind; die Kfttatiftngafhgff 
desselben ist die Achse der or, * ' 

Am der Giddrang 8) folgt: 

; ' «=0, e=05 oder i=^a^/» wQ. '* 

Am beideD Gleichungen 7) nnd 8) aber zugleich folgt: 

i=U'-f, v=0 «Dd ^ssib . 

Diese Wertbe genügen auch den Gleicbuugeji 3) und 4) oder 5^ 
und ß). 

14. Bestiininen wir scblieiislich noch die Perspektive einer 
Flache zweiten Grades. i>ie Perspektive einer kruiumen Fläehe 
IMenpt wird besliiiimt durph ded Dorcbeehiiitt «nee ide mMI- 
M«i£«ele, deeeea Seliellel dae Ange iet, alt der TM. 

'ücfawa wir §m, f(x,y,2)=0mi Ute GfeMaef eher me- 
lieiieo Fläcbe, und «etie« /(;r. v. :) = l/= 0, so haben wir Se- 
kMmOkä an Bealteavag dea UMbillnngekegcii dieGieicfcnigca: 



ceajf ' caaa caaj^ 



t 



, . • .^sußi^eßi Gleichungen bezeichnen «r, ß, y die' yer&ndei^iidh^^in- 
Kel, welche einfe Erzeugiingslinle respeKtive mit der Achse der x, 
der^ und de^ 2 bildet/ai^a » ffi* h ^"'^ Co0r<14natefi, lunes 
Punktes 6erfihrungsciirve des limhüllendeo KegeU and der 
g^eliepftn. 'FIfifb^. \\ v • ' ♦ ' »ü* J " n»J»' 

EUminiren wir aus diesen Gleichungen die Grossen co^tf^'^osJJ» 
coBv; a^i, yi, zj; so geh5r^ die respitirende Glcilcbun^ dtin 
Beialuniiigskegel cler gegehefitfd ^äch'e an. Nehmen wir an, 
F(x,y, z) = 0 sei die Qi^ichung, .welche aus jeiier EJiiuination her- 
vorgegangen ist, als^ die Gleidmnjr des Benihruhge/kegef^ , so er- 
halten wir die Gleichung der Persjiektive d^r gegebenen ^^{^ 
wenn wir in der Gfelchulii; F{a:,y, 2)=0 die Abscisse glaioB 

.«diese in:,.. , • vvf,<- 

. . . . J)^ 



Noll seismi» wodvrcli- .diese in;,, t . a:/- * y ^ ^- 



F(z,y)=rO . , 



Obeigelit. Hierbei Yerstebt es sich tod seihet. ^$ 416. EMib 
der yt als Tafel angenommen wWd, und in der €rleic1iün^ d^r ^ 
gebenen FlSeiie und ^es umhüllenden Kegels x negativ genommen 
werden muss, weil die l^äche iihiter d^r Tal'ei, d. b. auf der ne- 
gativen Seite der a: liegt. 

15. Don in der vorigen Nummer gemachten Annahmen zu 
, Folge wird die Gleichung einer Flache zweiten Grades, die sich 
auf der dem Auge .i^(itgegeoge«>«t3^e9 «Seite lier T^^el, Miudet* iol- 
^ende sw: ;.; .;,uit •» - . i .r, 1...,, * 

A^.^r\-ßy^i^Ca;^^W^ay*r^2B'a:l^^'iCyz 



.1 't*i!' o«««. 



und die Gleichung des Kegels, dessen Scheitel im Auge Ist« und 
der die Fläche 1) bekihrt, hat m f^rmi 



wo, der Kürze wegÄrfv. • •» • v - 

gesetzt wurde. 

Setzen in >der leieba^e 2) :t:^e und för If, iV die au 
den Gleichungen 3) filr diese Annahme entspringenden Werths 
eo erhalten -wif füf di^^ Gleiebpug der-i^erspektlve ^»Flüche ^ 
folgende: . ^ . . . , . , - ; , . 

t / •* •! i 
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In aieser^GlÄ<Aung^^de Wieder, wie fi^^^ k'i«^<t^ '^ii^ 
« und r gesetzt. Aus der Form dieser GleicfiunS^eTieirvrirT'' d^^ 
die Perspektive eioer Fläche zw^teu (^^^^ei^ eiiifv.Curve desael- 
beo Grades ist.: !• • , * > " * 

16. Machen wir von dem in den vorhergehenden Nummern 
Ep^i^keltoa einig» i^crall^ . Aojn'pudupg^ und sud|en di^jjtiloit 
cimng der P«rfipefclive euiM dilelacbsigen Ellipsoids, dessen Mit- 
telftankts - roordioatMi -r-/, Jf,. Ni4*» . Jti^d ^efB^ea AdHKbmlito 
26, 2c sind. Die gTosse Achse 2a ist parailel mit d«r Achse der 
ar aogcMommen.- » '\ l i »j • . 

me Gieichiihg dieses Elfipsoids ist : . 

• tu:.!: ..I v»ri m .* 1 ^ »; % 1 >* » - 



Whrerhsiten daher, wie in dfv verkesj^ihniiiier, flirdi^CMclimug 
teVwvpektive dieses EIBpsoidli f%lhde: 



Wir'wielleii atni untersachen , ah wi^ dem Auge eine oder 
■ehrere Lasren geben können, damit die Perspektive 'J) des EWip' 
8oids 1) ein Kreis wird. Wir werden aus der Jietraehton^ der 
legten Gleichung leicht erkennen, dass diese nur alsdann einen 
Kreis ausdrücken kann, wenn folgende zwei Bedingungsgleichun- 
gea er^Ut weiden: 



Keduciren wir die letzte dieser Gleichungen anf Mai ned'taMlMi 
dabei die GieidHing sa eriiaiten wir: 

i^a^(ca«^^4.^(c«_A2)<-(c*— 6*)(a«-/"«>=ft .... 5) 

Aas dieser and der Gletdimir 9) erkennen wir, dass diePer- 
apiktive 2) des SIlipsoids 1) in enen Kreis degeneriit, wennsieii 
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das Auge auf einer Ellipse oder Hyperbel befindet, deren Ebene 
durcl^ aie fiprosse Achse 2a des gegebenen Ellipsoids geht und die 
dabei senkrecht auf der Tafel steht. 

Eine Ellipse ist die Ortscur>'e 5), wenn c>6 und a> fht 
Eine Hyperbel hingegen a) wenn c<6 und o</'; ß) wenn c<6 
und ist. Ist die Curve 5) eine Ellipse, so sind deren Achsen 



a . 

Ist die Curve hingegen eine Hyperbel, so is t' Im Fall a) iB e 

reelle Achse =2V a^f*, und die imaginäre = — ; 

und im Fall ß) ist die reelle Achse ^ » «nd 

die imaginäre =2V^ — (f^ — a^). 

Die Gleichung des Kreises, welchen die Perspektive des El- 
lipsoids 1) darstellt, erhalten wir, wenn wir in der Gleichung '2) 
u—g=0 setzen. Aleidann wird sie zu: 



6) 



Die Coordinateii des Mittelpunkts dieses Kreises sind aber: 

Betrachten wir f/ und r als veränderlich und eliminiren v und 
t aus diesen Gleichungen, so drückt die resultirende Gleichung 
den Ort der Mittelpunkte aller Kreise aus, welche durch die Glei- 
chung 6) dargestellt sind, d. h. der Kreise, welche die Perspek- 
tiven des Ellipsoids 1) darstellen, wenn sich das Auge auf der 
Ortscurve 5) bewegt. Weil aber aus 3) und 4) 

80 wird q=ff und r bleibt unbestimmt. Daraus folgt, dass der 
Ort der Mittelpunkte aller perspektivischen Kreise, welche bei 
der Bewegung des Auges auf der Curve 5) erzeugt werden , eine 
Gerade ist, deren Fusspunkt im Durchschnitte der Achse 20 des 
gegebenen Ellipsoids I) mit der Ba^is liegt und die auf letzterer 
senkrecht steht 



I 
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BcMnicr nur amdylffiMfteii O^miietrie. 

« 

Von dem 

Henm Professor Doctor H. Braan 

' to Odetta.' 



|. 1. In allen Lehrbdchern der analytiscben Geometrie ver^ 
misae ich einen Lehrsatz, der mir, in ßeaehang auf die Beatim* 

muns der Linieo zweiter Orduang durch gegebene Punkte, von 
Wicntigkeit zu sein scheint. — Nur ein besonderer Fall desselben, 
der Gieichuni^ dieser Linien bezogen auf ihre conjugirten Durch- 
messer entsprechend, wird gewühnlich und auch dieser unvoll- 
•Ubidig abgehandelt. 

Der allgemeine Lehrsatz ist folgender: . . 

Ein Punkt (o?'« üegjt anaserbalb oder bnerhaib der iiiiiie' 
zweiter Ordnung 



(l) 



J) ipr«nii.ale eioe Ellipse oder Parabel voratelU, je nachd^ r « 



V. • 



di: 



2) wenn- aie eine H jperbel vorstellt und 

a) webn derjenige Durchmesser, welcher dem der Ordinaten- 
achse parallelen Durchmfl8ser ooDji^g(kt>lst»- die-'UypeiM 
scbneiaet, je. nachdem: 

ö) wenn dagegw .di«w P^f^umm,.^ ^m^kmM 
schneidet» je naohdem: 



yH2Äary+C;»'*+2/>y'+2£a?+F^ ist. 



Beweis. Es sei 



1 ?. •» .Ii..' > 1". ,\. »MllOi- 



Ii 



(2) 
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die Crleichmig einer bellebigeii Geraden, ao !«t diese eine Tangente 
der IMe (1)* wenn folgende Bedhigongsgleiclinng Statt indet: 

(ß«— O ft« +2 (iE — JB/>) «6 + F) a«" 
+ 2 (ÄJB — CI>) 6 + 2 (/>£ - a + £« — = 0 , 

a6s+2M-hfi«-^filil4*2<a-i-9=sO (3) 

V'^^'f^J^J^f .^^ d^.lfürae M)i>er. ... .. y .5. ,. , , 

£*-^Csiu, E^BD^fi^ L^-r^^V* BE-^CD^i, 

Ii 1 '^^OTW u i . . - : W 

gesetzt bat ' - 

Woraus umgekehrt dnreli leielite Umfemungen «ich felgende 

Gleichungen ergeben: 



I ..1 • I 



'»♦/II.- 1» •#:!• 'l «ti.; I. . il iflii«ii^rr<V *» .«»(^.rrfV« * • t - • 11 



1 • ■ 

Geht mm die Gerade. (2) dnieh den Punüb.Yx^ .^X so tat 
b^-^aaf-k-^ und esSp^anMt sicft (8) • «' • 




e«br<eBtwielieltji'JeiJM£|ideiii»^^/: : il .. 

iMMdil Wegen' W>GM^^ . *>^;» • 

1. Für die Ellipse und Parabel ist aber ^of iflumr >0; 
somit anseerhalb oder innerhalb, je nachdem: 

y'«+2Äary + Gi:'*4;2/?|^' + 2£;r'+i'^^0 ist. 



V . kju.^ jd by Google 



^iäi»HEir<idie Hyperbel ist jSffu.Mr!>:0, wehii cUe Hypirbtf dto 
Gerade y^Bx^/>=:Q schiwidet; ;iiiBAi4aMilM|^iii«V'j^ 4l|fM^ 
halb oder iaiierbalb« je nachdem: 

y 2 + 2Äi:y + CV» + 2Jhf'^2ixi^F^ 0 ist 

1 • ■ ■ j • . . ». < I. ^ . 

Scbneidet aber die Hyperbel die Gerade <D =s:0 hiobü 

80 ist ß^-^tty-^Os luid daoD ündet der luujgekclvrte Fall' Statt. — 
:i\ i*»Ji r«.|'.. I ». . •»,» M 4 . I'iii' 'I li.t, . ••/m; r ••!{• Iii" 
•* ••••C'i::/; ♦•/-.•) • ii »1' T •..«•»i «..• im;: . |.u'r»'--!*i-il/. 

§. 2. Zweiter Keweis. Die Linie 1. (1),. g>(»r, y)^0, 
tbeilt die Ebene in zwei Theile, ao dass für alle Punkte des einen 
Theils y) <0, für aire Punl^te 4)«a andom (p{xy ^)>0 iat^ 

Mit Hülfe dieses leicht zu erweisenden Satzes ier|^(^teu^\^^ 
folgenden eiofacbcn Beweis. * *' ' " ' ' * 

Es 861 y=:<ur die' ^Cl^chung einet darch den Anfangspunkt 
gehenden geraden Linie, so ist diese eine Tangente, wenn 

■ '"" ^ir erhalten somit reolle oder imaiiiicire Werthe iür a, d. h, 
der Anfaijgsuuiikt liei*! ausserhalb oder ininürhaib der Linie zwei 
IBt «MBügg. je nacgrfeitf •-,'""4 v.»..;.:..>.-.>,«r ..->.r.- ■ . 

ist, d. h. je nachdem 



Iii 



— oy)^Ü * • i •: li. I'" 

ist, somit auch jeder ^dere Piliikt (4E^» jt) ausserhalb oder inner- 
halb ^ je nachdem 

.•m!.:.'!^ ' '^ -1 l» .i 'v.i'.. ♦ iiiinti I nn 



•'• §4 4L Bs eigciPMi' in^ nuM 'WMil^idie' folffeAdie» besei)4eren 



'ts sei «V+^^-2^^- ö*** = Ö^ ^ie Cleichimg einer 
boMCen anf conjugirte Durchmesser, pder a^u^ \_^lab''^x^ b'^^aß^y 
die Gfoichung derselben , Beiogen 'auf eineii l)urchmeMer und dio 

ir-r: , I .:Ti .1?" rT: . ♦ ft*» < TtT.»!.«-.'! . . . ; • f f.:j'Mi 

mi zweiten Falle : ! . ' ' ' * V • ' * 

aV'^i^wA^-^'tf/^^O ist. 
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• ii ILj fif^nir^-f 2»jr— 0 die Gleicbünf; «einer Parbbtly^so'Kegt 

ir«+2#M?'^o ist. 

3. Es sei a^y® — Ä*;r* + a*6*^ — 0 die Gleichung einer Hyper- 
bel, bezogen auf ihre conjugirten Durchmesser, otlej ä^i^'^'ifU^x 
»6^^^:sO die Gleichupgi. derselben» bezöge u auC eiiiea Utarcbines- 
ser und die Tangente im SSeheitel (wo In beiden Fällen der iiir 
Abscissenachse genommene Durebmesser die Curve schneidet), so 
liegt ein Punict {oft ijf) nxmwthslh oder innerhalb^ je nac)|dem im 
ersten Falle: . • • 

6%-2 + a«^2>o ist, * 



bn'zweit^u Falle: * ' • ' • ' ' ' ^- • 'V ^ 



l 




Iiiesser und auf eine durdi .i^en Spbeitel dieses Durchmessers 
dem comtigirten Durchmesser parällei Inende Gerade (fff'^m 
beiden Fällen «ler zur Absoissenachse ^enömnieue Durchmesser 
die Curve nicht schneidet), so liest ein Punkt {jf', ausserbaU) 
oder innerhalb, je nachdem \pk ersten Falle 



im zweiten Falle >' v 



6Y2--aV«— aW<0 ist. 



« • 

»!• • ! • ». 



i...«Y*Tr.«?.«;''!-,2<f?4*'-'W^O Wt.. ; .„.. 

I 

Anmerkufig. Alle diese besnndem Fäl)e lassen ^^ich ein* 
selDy eelbet ohne Anwendung der Tangentengleiohung beweisen, 
und dann erhalten wir leicht^ durcli Verwandlung der Coordinaten' 
einen dritten indirecten Beweis des allgemeinen liebrsataes. 

§. 4, Ween in. ider '«HgemeiaeD Glelchiuiff die .€o«fBeienteii 
von und a:^=zO sind, d. h. wenn sie eine Hyperbel vocstellti 
deren Asymptoten den ^Coordinatenachsen parallel sind» und. also 
iMif die.Fotm 




lat also: 
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die Gleichtm!» emer Hyperbel, beioeeri auf itii^ Asymptoten , so 

Lic|jt die Hvperbe! im ersten und dritten der von den Asymptoten 
gebildeten i:$c-heHeiwinkel, 8o ist F eine negative Grusle, somit 

+F^0 ist. 

liegt die Hyperbet fm lilreftwil «b4 VteAcibjMr 'Ttk diAiAsympto- 
ten gebildeten Scheitelwinkel, so ist F eine ]»08itive Grueee md 
(s', y) anierhalb oder iooerlialb, je üirhdiimi' UUv. . %\An ih 

«y + ^^Ö ist . 

t'iw'.j «.•Ii.*» 



«•tb'l in*«ji4ii I •• . 'ti ' >'.-i.*Xt .M ;' 

,5* Anwendüttg des Lebrsatie« §• 1. aaf eine be- 
ere Aii/ge^e» • .| ....L . . *j i|:v.t 

Avf|[ake. b ninci' Ebene sind fflnf Ponkte gegeben, too 
denen keine' drei in einer Geraden liegen. — Die Art der Linie 
zweiter Ordnung zu be^stilDlMIl^ W44cl|e .d|l|]|(|L 4^1; ^iflff .I!fpllte be- 

flcbrieben werden kann. 

Wir ki^HMe bfikämitet MbaMbi ' . ' ^'^ * • 

•k die Gleichung aller Linien zweiter 'Ordnung, welche durch 

vier gegebene Punkte gehen, beträchten, wenn wir'C, i^i E, F 

constant, B allein veränderlich annehnneo. • ~' ■: ■'<'* 

. • • . j • . ■ , 

Wir erhalten somit för diejenige Linie zw eiter Ordnung j welche 

noch durch den fiinften Punkt ix^si) gebt . zur Bestüiauung von 

die Gleichung : 

,.« . . 1« .. ' "i . ; : • 



En ist nbo ancb^ 

Die verlangte Curve ist somit eine Ellipse, Ilf\T»erbeI oder Para- 
bel, je nachdem der Zähler diefifs Ausdrucks < oder > oder =^0 ist. 

Wir erhalten insbesondere als Glelchtrageh der beide»' 
die vier einten Punkte gehenden Pnrabebi : i . •! : - ' • 
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Der Punkt (jr', y) lie^tl8öniif''ixte|MrM'^A ■Dnerlialb oder auf der 
ersten Parabei« je nachdem ^ 

-1» •»! ,in»;ill'»!MU 11»!. i' , -t-,i' ••■ \t /i.» 

aiuHierhalb, Innerhalb oder avf der, zwf^ea Parabel, Je nachdem 

Ii. Ii! !.» i I i-, .!• i:, /f i ( : . > !t^. i(»»I*#M. !• ti ij 

Es liegt also endlich (xi:' , y) L « ' fh aii t«' m t'\ 'tM.^.i', .\ 
1) ausserhalb beider Paral^ln oder innerhalb beider, wenn: 



> f 



und dann a>0; 

2) ^0 ausserhalb der einen« imieifaalb der andern Paia- 
bei, weon , . 

3^ (^,^^ iti^^n4t d0T PtoaW6l«V^entt • ' ?V V 

^^^|t erhalten wir folgende Auflösung« j. . ,1, 1 ^ . , ? 

'\ . Unter .den fünf Puukten la$^n sich imraer vier auswählen, 
von denen jeder ausserhalb des von ideik drei andern gebildeteu 

Lie^ nun der Ütnfte Punkt In einer dieser Parabeln eeNNit, 

80 ist diese Panib|er'4ie Linie z^efter Ordtiuiig , welche sich durch 
alle fünf Punkte beschreihen lässt Liegt der Punkt innerhalb 
beider Parabeln oder ausserhall» heider, so ist die Linie zweiter 
Ordnung eine Hyperbel. Ist er dage;j;eti innerlialibi:dter einen und 
ausserhalb der andern befindlich, so liegt er mit den vier übrigen 
hl elnÄ-Bflipbe; -r . ; ! v-\'.: ! - O i^ w» . , 

§.6. Das I. Capifel. des III. Abschnitts im Barycentri- 
in jCalcül von MoeUius. (ß^stinim uns; eines Keeelr 
liflfr dl^h gegeben^ l>%bftty)f!*'^tM^^ 
riobU' einen IJ&latz. Der ToOktäiidlkieir halber gebel^ 



einen iJefelatz. Der TollkUliidlk^el^ halber gebe ' 
fee» 1 audb lOftiei» rein> eaaly tkiched i B snh Mi>. dd iee l h e e^; ijeb g e l di er 
fem Lehrsatze {. h unabhängig; latliUMii««: Miiiuf^l i • x iit •! 
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Lebrsats. Haben: (l|rt\PwM f^«T«liier Cbene «foe solche 
Lage gegea einander, dase jeder derselben au8serhalb des Drei» 
ecks, welches die drei andern bilden, befindlich i^i^j^,^i8<]|.^Ias9ett 
sich durch sie sowohl Ellipsen ale Hyperbeln und zwei vereclkSD^ 

dene Parabeln beschreil)fn. 

Liegt aber einer der vier Punkte innerhalb des von den drei 
andern gebildeten l>reiecks.» st> Iciionon durch sie weder DlUpaeo 
ttoeh Parabeln,, soniiern bloss HVrierbdD.ießUiit Svctdferii f . 

S>ß.mU tl ..l il-nnU Uiin m-nU 

^« + 2/?^y + Gr« + 2% + 2£^ + f = 0 

; I) , \ 0 ' ' . . .ii i'! •)').. .! Hl *\ |tf|*l// (I 

die allgemeine GTefchung einer' Linie zweiter Ordnung. Die Coor- 
dinaten des Punktes 0=0, 0; des Punktes: ilF=:a, 0; des Punk- 
tes iV— 0,6. OM die Axe der a:, und zwar der positive Theil 
dersei^ep,, ^IHtn|i9j,.04V^ der pe^f^v* .Theü .deciAiehfce.der/ jr, so 

eriiSit man (wegen foige^f if^Be^ipgnq^f l^f^hj^f^ F=4K E^^~, 

|-) als Gleichnof^ einer durch die drei Punkte O, üf, ff 

beschriebenenVliimiki zweiter' Ordnung : ^ ^ * ^ "* ^ *" 

Soll nun di&^ Linie ^w^iter'C^r^nung no^h dort^fi di^n PdttlEl'f^»y) 
geben, eo erhalten wii^^ft^l^^e^d^ Bed^n^gnj^sgleicbung: 

+ i^j^y + Cj:^)» 6y - Ol jr' == 0 
oder ' )Ij*d"** "- .. . i . II . I Iii '\ i 

i .Iii il .f •!» .if .b . \1. --•") </ * ••:»/# ,\\ i«il •».lli'i// 

• M /I i i/ ''i!» !* .-.Iii» .i' '. . . i ll'f.'l V\ '-»ili T ' .0^ ,0 

wenn wb.^K^tCf«W >l|^liei^,,,6)|dA^ 



reelle Werdie für S, wenn j|f-fo>09 wenn wir der 
ttse halber 

iaikeik 

Liegt der Pnnl^t P fan Winkel NOP oder in seinem Scheitel'^ 
iTinkelj 80 iat ^>0; liegt er ausserhalb dieser Winkel, so ist 

lAegt der Punkt P links von NM (deren Glefehung ayi-^ 
^6as=sO iet), so iet - 
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fiegt er rechts, so ist 



ay hx — ba > 0. ^ 



Bezeichnen wir nun (wie In Taf. III. Fig. 2.) die sieben Theile 
der Ebene, in welche sie durch OM ^ ON, NM und ihre Ver- 
längerungen getheiit wird, durch I., II...... VII., so ergiebt sieb, 



1) wenn P in L oder II. liegt , > 0 



und oy+Ar'— 6a<0 ist) 



i .j ;«■ 



» 2) wenn P in III. oder IV. liegt, <0 \ also Jlf < 0 ist 



' und «y+Äo:' — 6a>0ist) 
3) wenn Pin V. oder VI. liegt, ^,<0 



.1 . 



ay-\-bx — 6a<0 ist' 
4) >^enn P in VIL liegt, ^.>0 

ay -^rbx' ^ bn^O ist) 



also iP/>0 ist 



also Ar>0 ist. 



Liegt also P in I., IL, III., IV., so erhält man nur reelle 
Werthe für B, wenn a>0 (> — AT ist), d. h. durch die vier 
Punkte lassen sich nur Hyperbeln legen. 

Liegt P in V., VI., VII., so eiebt es Werthe von a<0, 
= 0, >0, für die B reell ist, d. h. ourch die vier Punkte lassen 
eich sowohl Ellipsen, als Parabeln und Hyperbeln legen. 

Ist a=0, so erhält B zwei bestimmte Werthe Jt V^. 



i .1 •.,!)!: 



X*. 
1 . 



I > 



... 
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Besclirellimis einiger ^u. experlmeiil»^ 
len IldratelliiiiKeii bei SIRMtfldM« I^mw 

träfen bestimmter Apparate. Ton J. 
Ci. Crahay, Mitglied . Aer^, Akademie 
dier. WiMW»b^ ete. ZU IBMasel* 

üebersetzt aus den ' 
,;B(itletins de l'acadämie royale des . acitfnces. des 
lettres et de« beaux ärts de Belgique. Voiiitt -XIV« 

]r« Partie. BruxelUe. 1847.<« 

. * - , I . . . *• i- • . I 

Ton ' ! ^ . . . 

Herrn W. Kuhse, ' ' , • 

» I.' '. • II • I 



Ich glaube den Schulen einen Dienst zu leisten, wenn ich die- 
jeni«;en Apj^arate zur öffentlichen Kenntniss bringe, nclche ich 
iur dam Kabuiet der katholischen Uuiversität habe aofertigen las- 
sen und die sich nir bei wiederholtem Gebrauche als nütsUch be- 
wiesen haben. 

Üei* erste .hat den Zweck, die Kichtigk^it der in der Theorie 
Im Hebels aufgestellten Hauptpunkte au bestätigen, als dasind: 
die Bedingungep, des Gleichgewichts für die drei Arten der Hebel; 
das Verhältniss zwi^hen den .Intensitäten der Kräfte und der 
Länge der Hebelsarme für jede Art; das Willkürliche in der 
Form der Arme, indem das Gleichgewicht nur von deren in der 
geradlinigen Entfernung des ünterstützungspunktes des Hebels 
toa detb ^ngrUFspunkte d<»r; Kraft gemessenen LSoge abbSngig 
lift; endBeh der Elnflus» aüf das etatisebe* Moment der Kraf^^ 
welchen die Rkbtung derselben in Rllcbsicbt. mf den flebetsarm 
fss^bt • 

Der Apparat ist im Aufriss und im Grundriss in den Figuren 
Taf. III. Fig. 3. und Fig. 4. nach dem Maa^sstabe von l der wirklichen 
CirilsM dtfgesteUt. Der Hebel ,von $taia«. bat fiO Ceüt/mkfR 
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Lflnge bei einer Breite von 3 und einer Dicke von 1 Centimeter. 
Seine Unterstützung, in der Mitte der Länt^e in C angebracht, 
besteht in einer horizontalen mit dem Hebel verbundenen Axe, 
welche sich an ihren Enden durch Kegel von gehärtetem Stahle 
verlängert; die Spitzen dieser Kegel passen in konische Vertie- 
fungen, welche an den Enden von zwei eine angemessene Annähe- 
rung zulassenden Schrauben ausgebohrt sind. Der Hebel bewegt 
sich neben einer oben auf der Säule E in einem Würfel gemach- 
ten rechtwinkligen Höhlung vorbei; in die beiden massiven Seilen 
dieses Würfels sind die ^Schraubenmuttern für die die Axe tragen- 
den Schrauben geschnitten ; die eflie der Schrauben ist mit einem 
Knopfe versehen, der sich alif d^ Tordeven Seite des Apparates 
seigt. . ... 

-«IIP Ärm VB des Hebels ist gerade; die SeitenflSchen sind 
•l)fl| i|Kd: ipntea ^loraUd aiiter ^ich abl^edaiht; <lie Jtichtuiig der 
oberen, A^nlachui^ gebt durch den Äliüelpuukt der Axe C. Dit- 
«CT Arm ist in'lu auf der Vorderseite bezeichnete gleicht Theile 
nthetlt^^ ciiicirri" jeden Theilungspunkte entspricht ein leichter 
Einschnitt auf der Kante der beideo AUlachiingeii; sie dicneu als 
Ah fhAngungs punkte der dn; Stelle der Kräfte vertretende Gewichte. 

Der Hebelsarm AC wi zusammengekrümmt; sein Schnitt ist 
rccjitwinkli^, aber seine I^'inge, von dem üitterstützungspunivte C 
bi^ '^u einem* in A beÜndlichen Stifte, ist genau dieselbe, wie die 
d*^ Artiifeä' ; dieser Stift, von Cylindrischer Forhi i geht hori- 
zontal und senkrCcfct 4u<rchS 'den Hebel j • >i]nd ist in der Verlänge- 
rung der durch die obere Abdachung des Armes CB und durch 
die Axe C hindurchgehenden geraden Linie darin befestigt. Er 
dient als unveränderlicher Aufhängungspulikt des Gewiclites P, 
welches man hier mit Hülfe eines (bmpelten Hakens auf die W^eise 
anbringt, tvle die Wageschalen mit den W\igehalken häuüg ver- 
bunden sind. Das hintere Ende des Stifltes A läuft in eine Spitze 
aus, welche in der Gleichgewichtslage des Hebels sich einer an- 
deren oben an der Säule D befestigten Spitze u gegenüber befin- 
den muss. 

Der Schwerpunkt des Hebels liegt ein wenig tiefer, als die 
Axe;' welche ihm zur Unterstützung dient, so dass er durch sich 
seibj^ das Bestreben hat, sich horizontaf zu stellen. 

Der Arm CB erstreckt, sich ungefähr l'""» über den zehnten 
Thellstrich hinauf, de!s*sen Entfernung vom ünterstutzungspunkte 
C derjenigen genau gleich ist, um welche die Axe ^'von demsel- 
ben Punkte eritferht i^t. Dieser Arm wird durch eine Schraub« 
verlängert, auf \i^clcher eine kleine kupferne Scheibe bewegltcli 
fst, dre den Zweck hat, die horizontale Lage des Hebels zu regu- 
firen, wenn er mit keinem Gewichte belastet ist. 

„j. Dys Gewicht welches die eine Kraft vorstellt, hängt 
ä^jh^ . ^Ari^e CB mittels eines Bügels dessen innere als eioe 
Scjineide gcai-beitete Krümmung genau in die Eiuisichnitte der obe- 
ren abgedachten Fläche eingreift. Die Taf. III. Fig. 3. stellt 
diesen Bügel ynd den Hebel, an welchen er sich genau anlegt. 
In der wirklichen Grösse und in einer auf der Länge des Helieis 
senkrechtfen 'EbÄiie dar; der seitliche Ausschnitt bc hat eine hin- 
längliche Breite, um über die die Verlängerung des Hebels IjII- 



Digitized by Go< 



dende Sclifaiib6 gehen Ku kStinen, w^Mt der' ^BUeel '^om 
ttitfernt werden raus«. .-^ »« •.. , ms'-- * .i-n» .t!.:i. 

Die Alassen P und Q srad eine jei||9 ,au4. 1^ M^j^ing6i'h«b- 
beo von 50 GriinuueD Genicht zusaniniengesetzt; i^qiv O^iittelpiin((t0 
der unteren Scheibe und senkrecht aui inqex Ebene Ist ein 8tiel 
befestigt» auf ivelcheni die anderen Scheiben mittel« Lücher, 4i0 
im V' erlauf ihrer Axe ducvh sie hindurchgehen^ aul^ereiht ^iud^j 
ausserdem sind sie vom Mittcl])unkto nach dem Unlande hin gQr 
&palteBy um. leicht hingelegt uud nieder weggenommen w^erden ioa 
kOnneni Uück«L<.-htiich der Masse Q raus8te man in dem Gewichte 
der unteren Scheibe au(^ das Gewicht, des Dügels F uu4 4^6 
Aufhängefailens aus ilem Grujide vernini^n, »eil dieser Bi^i 
seine Lage auf dem Hebelsann verändert; dagegen ist der dop« 
pelte Haken, welcher zum Aufhangen der IVlasse P dient, und 
ebenso di« Schnur, immer als zum Stifte A des Hebels geh'irig, 
and folglich als ein Theil desselben anzusehen. Die Masse P Ist 
»»gleich bestimmt, als Kraft an dem Arme Vß zu menen, und 
ka«n aus ihrer Schnur ausgehakt werden; die Masse Q ist un- 
TWänderlich mit der ihrigen verbunden., ; ' . 

" 1 Die liinctaie HG und JK, toii Messing oder von Holz, wer* 
den an die hinteren Flächen der Würfel , welche die Säulen £ und 
D überrageiL, anitteU cvlindrischer Zapfen befestigt, welche pa- 
ittHel und beziehungsweise rait der UntecstützungsaJie C des He* 
bels und mit der Axe der kegelförmigen Spitze a cuhcentrisch 
sind. Sie können sich um diese Zapfen drehen und dabei mit 
mehr oder weniger lleihung mittels der Schraubenmuttern L und 
a festgestellt werden. Die Mittelpunkte der kreisförmigen Löcher; 
durch welche die Zapfen hindurchgehen, liegen in den geraden 
Lij^en, welche die eine der Seiten jedes Lineals bilden. iV ist 
eine winkelrecht auf das grosse Lineal aufgeschobene kleme 
Klemme, welche in verschiedenen Entfernungen von dessen Mit- 
te|p«nkte mittels einer Pressschraube auf demselben befestigt wer> 
den kann, die in eine 4as grosse Lineul durcbla.afen4e Rille eiar 
greift. Der Zweck dieser Klemme ist, das Lineal J(/G senkrecht 
auf ste'lfen zu helfen. Dieses letztere dient dazu j die Kraft 
P unter einem mit der Geraden AC des Hebels gegebenen Win- 
kel wirken zu tas^sen; zu dem Ende stellt man (fas Lmeal unter 
diesem Winkel fest und lässt die Schnur, welche die Masse P 
h^Sgt, über die Lcitungsrolle O gehen. Der Halter dieser Rolle 
ist am Lineale -mittels eines Zapfens R angebracht^ um welchen 
et »ich in einer angemessei^en Weite dfehen kann, damit die 
Sebtinr. parallel gerichtet wenden könne der ^elte des Lineale, 
welche durch den Mittelpunkt « geht, mag' nun die Kraft nach 
()ier Atr^senseite hinübertragen sein, wie es die Figur zeigt, odet" 
nach innen hin abgelenkt werden ; desshulb ist der Halter auf der 
Minterseite mit eh»em Stifte versehen, welcher durch einen Aus- 
sdinitt bn Lineale hindurchzieht; die Läfige tjieses Ausschnittes 
b^fstimmt die Sussersten Lagen der Rolle. Ilelde Lineale HGnnd 
JlC sind von "ihren Drehmigsmittelpunkten aus in eben solche 
»leicbe TheHe getherlt, rpie &r Ann VB des HcbeW. 

Ein prisiiMtisciier Stab ¥, «von Metall oder von Hölzy «gebt 
dacch den Würfel oben auf der Säule Sy '«i-elcbe dh3 Säale £t 



mit der sie ein Ganzes bildet, fibiehragt Eine Priesflsbhraahe T 
dient da/u, den Stab festzuKtelien. An seinem Endpunkte hüni^t 
an einem Dpupejliaken eioß Lcutupg^roUe Vi S^je Sclmii;-, \v^lch« 
dUf'HtngiebtV^ftgt ah «er efnefl 88»» tMki BO^eF, ili^M ^-^mk 
htk F, aber verkehrt; erbtet beMviit , den AtiH aufzübebei^ 
Mtn diie^er als Hebel der zweite^ oder dritten Art gelten soll'; 
dffis: andere ^ndo der Schnur triii^t die Masse Tf, welche als Ge^ 
genjjeuicht des Bügels F dient, sowie eine iSchleife zur Auf- 
uahme des Hakens des Gewicbtes P, Die vertikale Lage de« 
Hflgels F oberhalb M Theilstriclw»» wo riuui Wn'lMi» AaUkiSbm 
dM Armes CB haben will, wird erbaltdü/ fodenfi man den ent^ 
sprecheriden , auf (l<Mn Stühe Y verzeichneten Theilstrich mit der 
Mitte ciiior kieiiieu in dem Würfel geiqacht^a Ueffnung j^iisapi* 
jll^ufaliend macht. ' ' ' 

V Fügen wir ein Wort über die Art und Weise hinzu, wie man 
^h. dieser Maschine Gebrauch macht Das Gleichgewicht des 




wenn sie bei dem zehnten Theilstriche des Stabes CH befes- 
tigt ist, ullmiilig mit dem Stii'te A und mit dem zehnten Tbeil- 
Striche des Armes CB i^x Deckung gebracht .frird. ■ Wenn Dnn 
di«; ]liMMii'>Q «nd P gleich sind, wA die. ehi^ bei diesM leHti 
Theilstriche, die andere bei dem Stifte A Mi%ehSti{^iit; m lud* 
teil sie sich das (ileichgewicht; daraus ergiebt sich, dass die 
Kriimniung des Armes CA ohne Einfluss iist auf das statische Mo* 
laent der. in parallel mit der HLcbtung der Kraft Q wirkenden 
Kiäaft P.... .. •.. f . • • . . • • . . • 

'tndem hian femer nach und nach dl^ Kraft Q nacl^ jhtt'Ter» 
0c4fledenett Tlieilstridien des' Arroe^ CB VeMtzl vofA wbl ^elHMf 
Zeit den Werth der Masse P abändert, er wi^t man', dass die 
Intensifnt(M) der Kräfte P und Q mit ihren respectiVen Hcbtln' 
a^nleb im ^n^eej^ehrt^n V^'erhältnisse stehen. ' .! i: 

^,*,^ni zu beweisen, (tass eine Kraft, deren Hiehtunt? schief 
ijefi^en den Hebel ist, zum Hebels arm die Länge des Perpendi- 
kels ha))e,_ welches aul ihre Richtung vom LDterstützungspunkte 
des Heliels^i^u^ gefallt wird, bringt man das liineal JÜ^ io aie Lage, 
fipss es mit der Hprizontalliiüe den gegebenen NeigungsivmEtI 
bil^e; sodann kreuat JVian es mit deii) |i)lij^e unter ,ei|MMB 
rechten Winkel. Dieser wird, nachdem man die kleine Klemme 
N auf //C versehnben und hernach durch ihre Pressschraube fest- 
ijestelit bat, aus der, auf seiner ganzen Länge stattlindendej^ Jle- 
rnl^rung erkannt, pie , Eiüffernu ng .des UnterstOtzungspuiiJkies; . d 
^es debeln von dem Kreuzungspuokte Z der beiden , Linea(f^, 
welche Entfi|«rp^iig , dnrc|i, die auf dem Lineale HG verzeicnQ^taii 
Theilstriche angeijeben wird , bildet - jetzt den Hebelsarni der 
Kraft /-*; sie ist der vertikalen Composaute der Kraft P propor- 
tionirt, derjenigen, welche diese KralV behält, um if, da^^ . Gleich- 
gewicht' zu i^futen ; dagegen ist die EntfefiuiBg' des KTeii^Mnig»> 
jranktea Z vom Drehungsmittelpunkte a des Lineales JK, die auf 
SHewm letzteren abgelesen wird, der horizontalen Composante 
dtrKiaft P pmfioEtiooirt; aie drOekt denjei^gaa TiiwI.dicMff MärnÜ 
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«08, *w.#l6lier'ftif^ «las Gleicbgetriclit von OtMiforbn gegangen taU 
M «lass das durch die Neigung der Richtaag! von P nnterbro^heniB 
Cileicheewieht zwischen den gleichen Massen P und Q von neueta 
wiWerhergestellt sein wird, wenn man die Kraft Q, welchie die- 
selbe Intensität nie P beibehalt, an dem Arme so anbringt, 
iüh'lbi^'' Entfernung vom Unterstfitzuncspunktei C dem Perpeoui- 
M GZ gleich iet» 'das mm den HeVelaatmi t!on P ntet; oder 
iMfe^ QMicfaigewicht wird in gleicher Weise wiederhergestellt, 
wenn man den AngrilTspnnkt der Kraft Q in der Entfefanim 
€B= CA^}0 lässt, aber den Werth des Gewichtes Q vermin- 
dert, in der Art^ dass dieses zu P in dem ; Verhältnisse CZiCB 
stehe. : ..... 

Wenn man, um den Einlluss der geneigten Kichtung der 
Kcäfle zu beweisen, das Ende J des Lineales JK der Säule E 
alhert, statt es tod ihr ni entfernen, wie es die Figur zeigt, dann 
wird der Kreozungspunkt der beiden Lhieale Jk und HQ aof 

dem unteren Arme des ersten, seine Stelle haben; der Nachweis 
für die Kichtlgkeit der Bedingungen des Gleichgewichtes geschieht 
nach den beiden angezeigten Methoden. Doch es ist gut, darauf 
aufmerksam zu 'niacheo, dass im letzten Falle die horizontale Lage 
dea Hebels eine momentane Gleichgewichts-l^age ist., ueii nun der 
IVlUol, welthen die Richtung von P mit dem Hebef Uldet, dip 
Grosse dieser Kraft för jede Lage des Hebels auf beiden Seitep 
der Horizontallinie verringert; also wird dadurch ..das Moment de^ 
iCraft P vermindert, das von Q vermehrt. Dagegen ist das Gleich- 
gewicht stabil, wenn die Kichtung von P nach aussen yeriegt 
wird, wie in dem Falle, den die Zeichnung darstellt. 

An der für das Cabinet der katholischen Universität verfer- 
tigten ]M aschine sind das Fussgestell und die Säulen von Holz, 
der Hebel von Stahl und die drei Lineale von Messing. Jeder 
der seiin Theile ist wieder In zehn gleiche Theile getheilt Diese 
rolt Sorgfalt und Genauigkeit vom Herrn Vaiihese-Lamblin« 
Verfertiger physikalischer Instrumente zu Gent, ausgeführte Moi> 
acfaine leistet ihren Dienst mit der Schärfe einer Wage« 



«• II. 



* Der zweite Apparat ist bestimmt, die Richtigkeit der Bedin- 
sTOgen des Gleichgewichts heim Keile zu zeigen. Er ist.ciine 
jyN^4oi:ung des von 's Gravesand^ angegebenen ^pparateOr 
we((^fjr« obwohl für die Anschauung sehr gut, doch wegen der 
masse von Schnüren, an denen er aufgehängt wird, den grossen 
IVachtheil hat, während der Versuche leicht in Unordnung zu ge- 
ratben und beim Gebrauche, viele Umstände zu verursachen. Üas 
Mebeftj diesen Fehler zu entfernen, führte mich darauf ^ das 
Sy Ükjia ' der Schtafire durch feste Stfitzen zu ersetzen 



Anmerkung des Uebersetzers. Zur Erleicliterua^ de» Ver- 
«tiiidnisses möge hier die au« '(»Graveaande's Phy&iccs Elcmenta 
Mfttkeinalica entnummeae Figur (Taf. V. Fig. 1.) ircrglicken vrerdeu, zu 
Xddirang Folgende ditai: 

TImU IL 10 
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Der neue A7)narat ist diireh die Fipirfen Taf. IV. fi^. 1. 2.3. 
ini 'Grund- «nd Aiifriss und von der Seite, in ^ der wirkficl^n 
Civösse dapgesteflt Wie in s' Grdvesande's Mdschine wird 
der Keil durch zwei rechtninklige Plat^en mit paralleJen Olier- 
flüchen CA und CB gebildet, weiche in /7 durch ei« SchMhicr 
verbunden «ind und unter einem j^esjebenen Winkel ACJß initteis 
eines metallenen Bogens DE von einander gehalten werden Ittii- 
nen, der durch beide Platten gegen deren obere Enden zu hindurch- 
geht, wo Pressschrauben ihn feststellen. Eine Wagschale, an 
SebnÜTon befestigt und in der Mitte des Scharniers fJ" angehaH 
dient mr Aufnahme der Gewichte, welche, mit dem der Wae- 
schale und des Keils selbst, die Kraft R vorstellen, deren Rkn- 
tung den Winkel des Keiles in zwei gleiche Thcile tbeilt usd die 
den Keil zwischen die beiden Heninisse jp, (7 einzudrängen sucht. 
Diese setzen ihrem Entfernen von einander in horizontaler Uich- 
lung einen W^iderstand entgegen, den ich mit P bezeichnen will. 
Es handelt sich darum, zu beweisen, dass in dem vorliegenden 
Falle die Infensitnten der Kräfte R und P sich zu einander ver- 
halten j wie idie Breite AB zur Höhe CIJ des Keils. 

Um die Reibung des Keils gegen di# Hemmnisse F , O zn 
vermindern, habe ich gleichfalls diese letzteren als hölzerne Cylin- 
der angebracht und dieselben, um ein Ausgleiten des Keils nach 
der Seite hin zw verhindern, mit Randleisten vergehen, so jedoch. 
>dass für den Keil hnireichender Spielraum Ideibt. Um ausserdem 
die Zahl der Beriihrungsnunkte zu vermindern , lehnen sich die 
Keilflacben an zwei auf ner Obertläche jedes Cylintlers ahs abge- 
rundete Vorspränge gelassene Ringe. 

•' r- : • . • ' ••"•:..!•• " ■ . . . 

__ t . . . 

AA, AA sind zwei (loruh die Ualcrlagen BB, BB iu ]MirnIlclpr «n«! 1i<iri- 
«onlaler Lage erhaltene Hölter, an deren inneren Seiten IVU-tallstreifcn CCi CC 
anliegen, und »o , dass sie über .dieselben cttva.s herrorrap^en. Zwischen 
ihnen können sich zwei Cylinder E, £ auf dünnen, slnhlernen, Leiderscils 
etwas hervorra|;en(len Axen bewegen. Die Cylinder liaben an iliron Grund- 
flächen überragende Rander, und sinrf daseU»! /nr Vermeidung der Rcibun;; 
mit den MelailAtreifen an ihrer AuA.senseilc etwa» convex gearbeitet. In der 
^^iHe jedes der Hölzer AA befinden sich zwei RuUen d, (1 nahe bei einander, 
80 dass sie sich fast berüliren , deren obere Ränder über den Hölzern AA 
eben so weit Iiervorslchen , wie die oberen Ränder der Metall.slrei<^eii CC. 
Um die Rollen </, (1 auf <ler einen Seile des Apparates A\ird eine Schnur 
gelegt, in dcreh Milte ein GeWicht P angehängt, und deren Enden «n je 
einer Axe eines Cylittders mittels eines kleinen Metallblechcs liefesligt.. \n 
diesem letzteren i'st nämlicii ein Loch, durcli welches man die Axe -Jiindnrch- 
geken lä.wt. Ganz ebenso ist auch Auf der anderen Seite des Appiirales eni 
Gewicht P ani^ehraclit. Durch die Gewichte /*, P also, wenn diese pltürli 
«ind, MurdcB die Zylinder in Korizunialer Bewegung und mit phrallel bleic- 
henden Axen einander nahe gebracht. Der Keil zwischen den beiden Cylla> 
dem besteht aus zwei Jlolaplallcn f , F, die unter einem belicliigen \Viji- 
kcl festgestellt werden können. Die den Keil niedertreibende Kraft wird 
durch das Gewicht M dargestellt. - 

Nach Craliay'« im Obigen enthaltenen Angabe^ musstc der ^anzv 
Apparat xur Austcllupg von Yerhuchen in Schnüren aufgehängt, oder soiul 
auf irgend eine Weise »o aufgestellt werden , da.ss der Keil und die Oe>' 
«vichte lünrcichcndcn Spielraum zur Bewegung hatleu. 
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} Die mlBtallenen Zapfen der'Cylhider la^fecm an jeflöln H4l»d0-m 
Messiogplatten, deren zwcj man in J und sieht. Die($e PJatten» 
euutatt an Schnüren aufs^ehängt zu v\ erden , wie in 'sGravesan- 
de's Maschine, sind ohen an zwei Gestelleo L, M befestigt, 
uamiich , dass die Axen der beiden Cylinder unter sich parad^ 
«id in einer Horizontalebene liegen. Jedes der Geti^telle h, M 
ist aus zwei Streben L' \md M, M' gebildet, welche, eiji 
wenig gegen einander geneigt , nach unten bin durch die Fusa- 
piatten L" und M" , nach oben hin durch die Zwiiichcnstfibe l^, 
M"' dergestalt verbunden sind, dass sie eine unveränderiictie Form 
jehalten. Das Gestell M ist durch seine Fussplatte M" mit dem 
Fiisse T fest verbunden, das andere^ hf ist um eine horizontal^ 
Äx« beweglich, welche durch die Platte hindurchgeht und aus 
zwei Zapfen besteht, die in metallenen, ganz in den Fuss y ein- 
gefugten TrSgern ruhen. Dadurch ist es möglich, den Cylinder 
r bis auf eine gewisse Grenze dem Tvlinder G zu iiähero und 
von ihm zu entfernen. Die beiden Platten J, J' , welche die 
Zapfen des Cylinders F tragen , sind mit kleinen Auslaufern ver- 
sehen, an denen Schnüre befestigt werden. Diese laufen horizon- 
tal über Leitungsrollen , welche auf der einen und der anderen 
Seite in den Platten A', K' des Gestelles fest sind, und gehen 
von da vertikal hinab zur Aufnahme <ler beiden Enden eines hori- 
zontalen Stabes OO' , in dessen Mitte ei« Gewicht angebracht 
wird. Letztere« macht in Verbindung mit dem Gewichte des Sta- 
bes die Kraft P aus, welche dem durch die Kraft des Keils vec- 
ursachten Entfernen der bei<len Cylinder entgegenwirkt. 

Damit diese Kraft nicht beeinträchtigt werde durch die Nei- 
gung des Gestelles />, sich nach 7?/ oder nach der entgegenge- 
setzten Seite hin zu verrücken, haben die Zapl'en l, r solcrie 
Lage, dass, wenn dieses Gestell, gleichwie das andere in verti- 
kale Stellung gebracht ist, die Richtung sei^nes Schwen>unktes 
durch die Axe //' hindjirchgeht, so dass alsdann keine Neigung 
zum Verrücken Torhanden ist. Diese vertikale Stellung wird durch 
ein' Uleilotli angezeigt, dessen Faden an seinem Ende in der 
Mitte des Zwischenstabes /y" befestigt ist, und dessen Spitze 
mit einem auf der Fusspiatte L" angemerkten Punkte zum Ein- 
spfelen gebracht wird. Man gelangt dahin, dieser Bedingung Ge- 
nüge zu leisten, wenn man den Keil mehr oder weniger zwischen 
Jle beiden CyliiKlcr einsefikf, währ(Mid die WaiiscbaTe mit einem 
zum Gleichgewichte nüthigcn Gewichte belastet wird. 

^ Um den Winkel zwischen den beiden Keilfläcben, oder viel- 
meUr das ^'erlliiltni8s zwischen der Höhe, 67/ und der lireite 
für welches man die Beziehung zwischen den Kräften P und R 
dartbun will, zu berichtigen, ist nichts bequemer, als sich bi»lzer*^ 
ner oder metiUleuer Platten zu bedienen, von der Form gleich- 
schenkliger Dreiecke, deren Grundseite und li-<ibe in den ver- 
schiedenen, für die JJediugungen des Gleichgewiehtes festgesteJItep 
Verhältnissen angenounneii sind (TariV, Fig. 4.) Man stellt die eine 
von ihnen z^vischen die Flächen dos Keils, und wenn diese dann unter 
dem Winkel der Platte angeordnet sind, stellt man sie durch Drehung 
der Presssclirauben bei A imd bei B fest ; darauf nimmt man die 
Pfatte wieder wei'. Ist dies ^^eschehen, so stellt man den Keil 
zwischen die beiden Cylinder /• , O, belastet die Wagsrhale so- 
lo • 



Jfrrft mit Gewichten , da^s deren Siitnm<^, vereinijyt mit dem Ge- 
tvichte des Keils und der Wajjschale, zum Gewichte in dem 
Verhältniss der Grundseite zur Höhe des Dreiecks stehe. Man 
senkt den Keil bis soweit ein, dass das BIciloth des Gestblles L 
init dem angemerkten' Punkte kusammennilH; afcidnmi^ giebt' der 
KeWf rfch jBelbst überlassen, durch seine Unbeu<'ulichkeit 7U er- 
kennen» dass- Gleichgewicht statttinde. «Wenn die Last R nieht 
in dem ängesjebenen VerbäKnisse annenoramen ist, so wird der 
Keil etwas gehoben, oder er senkt >ii<'b auch soweit, bis der fyy 
igen DE seine l'nterstütziing auf" den ryündern erlialt. * 

' An dem Modelle, welches in dem physikalischen Cabinet von 
Löwen vorhanden ist, beträc:t das Gewicht A* 2400 Gram m^s oder 
24 Hectogrammes ; die Platt(;ti, an Zahl ihrer binf, iiaben die Ver- 
liftltnisse A zwischen Grunds^ite und Höhe, fliese 

(Maschine, gearbeitet von lierrn Hernaert aus'Gen t, .venidilet 
.Ihre Dienste auf eine sehr befriedigende Weitse. . ' 



In dem Apparate Taf. IV . Fig; 5. erkennt man den dCv«! I-Term 
Gay-Lussac tür die Verniengung der Diin-ste und der 
trockenen Gase *) wieder. Er hat denselben Zweck und unter- 
scheidet sich von j^neni nicht wesentlich in der Construction, aus- 
ser darin, dass det eiserne Hahn, welcher nach «nten au M 
weite Glasröhre dos Apparates von Gay-Lussac verschHesst, in 
dem neuen Instrumente durch ein cyliiidrischcs Gefass ersetzt 
ist, welches als Helialter lürs Quecksilber dient und mit einen) 
.beweglichen, mittels einer vScbraube einer Hebung und Senkung 
fähigen Boden versehen ist, wie bei einer liarometerrühre 
constäntem Niveau. Der Zweck dieser Abänderung ist fol^en^erc 
Um unter das in der weiten Rohre enthaltene troekene:Gas fßß 
FJOssigkeit biozuleiten , deren Dunst sich nut deniMlben Yermeor 
gen muss, verlangt der Apparat Gay-Lussac's, das$ man eine 
gewisse Masse (Juecksilbers durch den Hahn austliessen lasse; 
wenn es sich in der Folge darum handelt, das Gemenge des 
Gases und des Dunstes in deiii anfangs von dem Gase allein 
ffeaommenen Räume wiederherzustelleii« so myss maq du^li..m 
pettenrOhre Quecksilber hinzuthun. Will maa. fernerhin daa'jl^eq||> . 
Silber einen kleineren oder grösseren Raum einnehmen lassen, so 
ist man genöthigt, eine neue Portion Quecksilber in die Seiten- 
rOhre zu schütten, oder durch den Hahn austliessen zu lassen. | 
Bei diesen sehr langwierigen Verrichtungen hält es sehr schwer. ! 
(fie Massen- des zugeschfiaeteli oder des abgelaufenea ^0ae4u^ j 
bfos so abzupassen, dass die Vermengung genau in dem vsrglpi ' 
setzten Räume faetfieigefuhrt wird. Üm die Schwierigkeiten lOt - 
vermindern und um ein Mittel zu haben, leicht und schnell deii ' 
verlangten Raum her^ttstellen , geschah es, dass ich zu der apgef ! 

' _ • " ...... ....>»».. .•! .1*" ' I 

.»■ ' • ' . , ; .. j 

*) Anmerkung; des Uehersefzer«. AI« hinrciclierid boliannt Mrird,, j 

[f^er Apparat von Ga^.-Lussav hier uuht -Weilar bcsjubrielicu. M. ». z. B. 

elir,^qclL äer Physik'mil Torzüglidier Häcksi«1it auf malli'ft- 

irische Begrüa«|.iiag.TÖÜ j/A. Graaeri. Brtftr Theii; Xeiltf** : 

dÜ^ IMS. 6. 486.' * .'».•.-.?:• . I 
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£;eben«n Verfinderiitiir nieiöe Zuflucht iiuliiii, über »ekbe k'b nochi 
einiges Nähere niitzulheilen für uoUnveridi<( halte. 

» • . • 

Das GeHiHs mit beweclichem lioden i^t von ßachsbanm, in- ' 
Mendig lakirt, um das Anhariü^cn dos Quecksilbers zu verniolden. 
Es hat nach oben bin eine Oeffnun,^, in welche man eine Dille, 
gleichfalls aus Buchsbatim, mittels Schrauben einfügt; ein Leder-' 
ring, zwischen dns Gcfi^ss und eine Einfassut^ der Dille gelegt, 
vervollständiert den Verschluss: die Dille ist von einem vertikalen: 
Kanäle durchbohrt, welcher sich nach oben in Form eines ziem»"* 
lieh kegelförmigen Flaschenhalses eriveitert. In diesen Hals nuii' 
drückt man den Korkstö|isol hinein, durch welchen die Verlänge- 
ning der weiten Röhre hindurchgebt; diese verengert sich in 
ihrem Durchmesser von da iin, wo sie mit der iSeitenröhre zusam- 
mengelöthet ist. Das (lanze wird mittels eines Lederstiickes io- 
seiner Lage erhalten, w^dches man um die Röhre und um die an 
ihrer Aussenseite gekehlte Dille windet. Der verengerte TheLi. 
ilcr weiten I»r»!ne ist \on der Lanse, dass er durch die Dille, 
ganz und uar bindnrdigcbt und in das Innere des CeHisses hin-^ 
einragt, dessen (Quecksilber nirgend anders als durch die Röhre; 
einen Ausweg hat. ,j' 

Vm den A|i|>arat zum Lxperimentiren in Stand zn setzen,' 
IHUS8 man alle V eucbügkeit, welche sich in den Röhren linden 
könnte, austreiben; /u tliesem Zwecke hebe man sie von dem* 
(i'efasse, indem man di<' Dille abschraubt; hat man dann die Röh- 
ren leicht erhitzt, so fügt man in die weite Röhre, durch die un-' 
tcre Oeffn.ung. und last nahe an ihrem £nde, eine Röhre von '• 
};eringerem l)iin hniess(,T ein, verstopft den Zwischenraum zwischen 
den beiden Itöbrcn und lasst durch das eingefügte Rohr hindurch, 
einen trocknen Lullstmni g<;langen. Dieser durchläuft die weite? 
Itöhre und g(dit durch die Settenröhre hinaus. Alsdann verschliesst 
man, jenen Zu iscbcmaum zwischen beiden Röhren frei lassend,, 
das obere Ende <Icr Seitenröhre. Genöthigt, durch die untere. 
Oeffnung zu irebcn . ninnnt «ler Luftstroni ebenso die Feuchtigkeit 
fort, tlie sich vorliiulcn könnte. Ist dies geschehen, so bringt 
man die Dille sogleich wieder an ihren Platz über dem das trockne 
(Quecksilber enthaltenden Gelasse und lasst dieses in den Röhren 
atdsteigcn. In<lrni m.ni den Apparat gehörig neigt, ist es leicht, 
aus der weiten K«iliio soviel Luft fortzuschaffen, als man wünscht. . 
Hat dann der Ap]>arat die Tem])eratur der unigebendeu Luft an- 
'zenoniinen , so liriiiüt man das (Quecksilber in beiden Röhren auf 
gleiche lliibe; ferner stellt nian den INIassstab in der Weise fest, 
dass ein Rin.i;, ndelier daran in horizontaler Lage angebracht 
ist, und welcher die weite Röhre uuifasst, mit seinem unteren 
Kande das Ende <ler in diesei' Röhre enthaltenen Queeksilber- 
iile berührt. Hierauf giesst n».an in die Seitenröhre eine hin- 
/. icbei»de iMasse derjenigen Flüssigkeit, mit der man operireo 
will; man ernie<lriiit das Niveau des (Quecksilbers ein wenig unter- 
die gelfitbete iStidie, und erhöht es in der Folge wieder, wenn 
in die weite KN'dire ein grösserer Thcil der Flüssigkeit eingetreten: 
ist, als zur Sattigun«« des Raumes nöthig ist. Der üeberschusa 
dieser Flüssigkeit, wcliber in der Seitenröhre zun'ickgeblieben Lst, 
ivird daraus leicht entfernt, indem man die (Quecksilbersäule 
durch. <las Spiel der unteren Schraube bis zu der Oeffnung in die 



Hohe hebt, woseilist man cRe Flägsi&ckeU in dem Rftsse fort» 
schaflft, wie sie in dem klein«», die Udhre endigenden TiMte | 

anlangt. 

Hat der Dunst der in die weite Röhre hincins^ebrachten Flüs- 
sigkeit den Kaum durin durchdrungen — was man beschleiiaigt, 
indem mau die Quecki^Ubersäule durch die Bewegung der Schraine 
oaeHHren Mteei.-^ m (Ohrt mm deARaum des Gemenges auf den- 
jenlgöti zurflcky wekjien die trockene Luft inne hatte und weicher 
dnrÄ den Ring ätigezeigt wird. Die Erhebung des Quecksilbers 
in der Seitenröhre über den Nullpunkt der Theilung, welcher 
eieichtalls dem unteren Räude des Ringes eutspricbt, ist das 
KUs«: der ZiUHilinLe, wekhe dl« KMId&t der uft dtneb dßB 
Hinxukommen des Diiii«liAs ei&hren hftt; e« iet die dwmmm elgeir 
tktolMe »fiiMinkiAllU ... 

!!'* JDftnllt' Än*' BfhiiMtßl» in angemessener Hohe feirtgeatdit we^ 
dte^ k5ni^e, j^t^ er durch einen kupfernen Siifll getragen, welcher 
vdn einem auf der Rückseite des Masstabes angebrachten und mit 
einer Prcssschrauhe versehenen Falze aufgenouiinen wird. Der 
Stiel ist vertikal eingesenkt in eine Art hölzernen Ring, welcher 
auf den oberen Tbäl des GefÜMes paeet, indem er flilf einer 
RnadMete auCliegt, und welcher mittele zweier Sebrauben daran 
fest giMMAbt werden kann , deren EndeM. kk ekm &m Umtan^e den 
Gef^sses angebrachte Höhlung einfassen können. Dieser Ring ist ' 
gegen die 3iitte hin in der Art ausgeschnitten, dass er um beide 
Rohren gehen, kann, weoo<.es sich darum bandelt, .diese ^ur lu- 
otHKieetBung deis ApparaitA «bznbeben. 

' Die weite .Rühre Ist in Tbeile von gleichem Rauntinhalte ein* 
g^^H, deren Zfthl' aitf «id^r Aamtensme« nogeflUrr m Her Mitte 
der Hone ailfan<;end, elnsescbnitten ist Den Dttrebmesser dleeer 

Rubre, sowie den dei* ^eiti^ntObre, muss man kennen, um die 
Capillaritfit berechnen zu können. Aber der Werth «lerselben kann 
sogleich bestimmt worden, nie ich es für den Apparat des Cabi* 
nets zu Löwen gethan habe, indem mau den Höhenunterschied 
der QuecksHbeiBlttfett in den neiden rerbundenen R8br^ beobadh 
tet, bevor das Ende der weiten Rohre verschlossen Ist. ' Der 
Massstab ist in Millimeter .eingetbeilt; die Theilungen setzen 
eich über den neben der weiten Röhre sichtbaren Tbeil der Platte 
auf einen Abstand von 30 Miirunetern fort, sowohl oberhalb als 
unterhalb des unteren Randes des Ringes, welchem 4er Nullpunkt 
der TbeÜnng entupricht. Die hk l der wlrUicben Grfieee aosge- 
fthrte Zeichrmng wird zur weiteren ErlrlSmng der Terscbiedeiien 

Tbeile dieees Instrumentes dienen. 

.* . . . 

« Ansser .ler sreftee oben besebrlebenen BMiode, nm*4le Elas- 
tkllit lies mit der'Lilft oder mit trddinem Gase vermeimten Dmi^ 
fi^es 'bestiHUBt za > ermitteln , kann man auch die folgende in Ajü- 

wendnng bringen: Für ein und dieselbe unveränderte Temperatur 
sei y der von dein Gas- und Dunst- Gemenge einnenommene 
Raum; p der atmosphärische Druck, h die Höhe der Quecksii- i 
beieM«' In der Seiteor&bre oberhalb des Niveaus ib der fridtea 
IMre9''C die Wirkung der Capillarität, d. b. die GrvsBe, um 
welche das Quecksilber in der Seitenrubieo zu tief Isteht; bndlich 
üQoh. sei /^.die £bdtieitäl des. mit dem tiaim vmdBgtao Dtomtos} 
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dM Geiiiencre steht unter dem Dritcke f^-\-/i-^c, während daa m] 
(leiu (jiemengc enthaltene trockene Gas iiür sich i\\\»m dieNcii Druck 
erträgt, vermiudert um den Druck /', wekheni der Diiikst das 
Gleichgewicht fehlt; es hleikt also für <las Gas ihrig //-f//-fc — /P 
far dessen liaiini F. fliun wollen wir den Kaum des Geuens^ 
(larch die liewegui^ der k*>chrauhe, welche- den heweglicheu Bo* 
den unten hält, ändern; die Lränge der Quecksilhersaule in der 
Seitenrührc wird //' geworden spin, gerechnet von dem Niveau an 
iri der weiten Rühre, welches gleichfalls seine Stelle verändert 
hat, indem der Raum des Gemenges jet/.t eine Anzahl F' der auf 
dieser Rohre hezeichneten Theile einninunt; wenn die Tempera- 
tur und <ler atmosphärische -Druck diesclhen gebfiehen sin«l, so" 
' wird die Luft allein im (irmenge dieses Mal einem Drucke' 
+ + — /' unterworfen seiFi. Ann hat man nach dem Mariotte- 
schen Gesetze, welchem das Gas des Gemenges für sich allein 
unterworfen bleibt: * 

woraus 

.;. ' |. ... V'h'-^Vh / .. .. . 

li i.. . -.. t—P^^^T^V^ZrpT'^ • \: 

Jedes Paar von Beobachtungen wird den Werth der Elastici- 
tat f des Dunstes liefern, und alle diese Werthe müssen gleich 
sein, wenn die Temperatur und der äussere Druck nicht geändert 
sind; der Raum wird hiebei als beständig mit Dunst gesättigt 
I vorausgesetzt. 

Dieser Werth von /* müsste bei Gleichheit der Temperatur der 
Elasticität gjeich sein, welche der Dunst im leeren Kaume hat, 
wie es Herr Gay-Lussac aus seinen Versuchen hergeleitet hat. 
Statt dieser Gleichheit liefert der beschriebene Apparat, eben so 
wie alle die von derselben Art, für f immer einen um etwas zu 
kleinen Werth. Ich habe mich thn an zu verschiedenen Malen ver- 
sichert, indem ich die Verj?^rche, ko viel ich allein konnte, mit 
in's Kleinste gehender Sorgfj«lt und unter Anwendung euies Kathe- 
toBieters, um die Höhen der Quecks'dhetrsiftulen au messen, anik 
stellte ; ich vermengte mit der troekncn Liüft bald Wasserdunst, 
bald Alkoholdunst, mit einem leichten ITeber.-^ehuss von Flüssig- 
keit; die Spannkraft dieser Dünste im leeren Räume ward gleich- 
zeitig niitiels des Daltonschen Apparates bestimmt, welcher zur 
Seite »lesjenigen, der das Gemenge enthielt, aufgestellt" war. Vor- 
her schon hatte ich versucht, das Gesetz des Herrn Gay-Lus- 
tac mit Hülfe eines Daltonschen Apparates zu be>\ahrheiten, 
dessen das Gemenuc cinschliessende Knhre ia Theile von glei- 
chem rtaumiphalte enigetheilt w wx und welche bis zu verschiedenen 
Tiefen in das (Quecksilber eingesenkt ward, um den I^um und 
dip druckende kraft eine Abänderung erleiden zu lassen ; allein 
idh erhielt bestandig für f eine kleinere Grösse, als die, welche 
demselben Dunste im leeren Räume angehörte. Herr Regnaul t 
ward zu einein ilhnlicben Resultate durch eine Reibe von Versuchen 
^aluhrt» wekbe diestur gelehrte uad geschickte Beobachter mit 
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iMtramenten anstellte, die mit der äussersten Genauigkeit die 
Angaben zu liefern fähig waren. . Allemai sind die Unterschiede, 
welche er för die Elasticität des mit der Luft gemengten Wasser- 
dunstes erhalten hat, in Vergleich mit der Spannkraft desselben 
Dunstes im leeren Rnume, bei Gleichheit der Temperatur, kleiner 
als diejenigen, welche die gewöhnlich zu dieser Darstellung bei 
den üflentlichen Vorlesungen angewendeten Apparate geben. 

Ich schliesse mit der Bemerkung, dass das Instrument, wel- 
ches den Gegenstand gegenwärtiger Notiz ausmacht, auf die be- 
friedigendste Art benutzt werden kann, das Mar i otte'sch e Ge- 
setz für die trockene Luft zu erweisen, wenn diese grösseren 
oder kleineren Druckkräften unterworfen ist, als denen der Atmo- 
sphäre, innerhalb der durch die Länge der 8eitenröhre bestimmten 
Grenzen. Beobachtet man dann an der weiten Röhre, welche nur die 
trockene Luft enthält, nach einander die Räume F und V und 
die Druckkräfte p-{-h-^c und /> + A'+c, so muss der Relation 

F _ /? + + c 

Genüge geschehen, indem die Längen A, h' mit dem positiven 
oder negativen Vorzeichen genommen werden, jenachdero sie 
grösser oder kleiner sind als die Länge der Quecksilbersäule in 
der anderen Röhre. 



Zur Rechtfertig'unip des Pytha^oräi- 

schen I^ehrsatzes. 

Von dem 

Herrn Doctor T. Wittstein zu Hannover. 



Herr Oberlehrer Koppe begleitet in seinem Lehrbuche 
der Planimetrie und Stereometrie (zweite Aufl. S. 99.) 
den Pytha^oräischen Lehrsatz, nachdem er denselben mit dem 
bekannten Euklidischen Beweise vorgetragen hat, mit folgender 
Bemerkung : 

„Wie wir den vorstehenden Lehrsatz hier vorgetragen 
haben, erscheint derselbe als ein merkwürdiges Kunst- 
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. stuck, zwar bewuttdern^werth und äusserst künstlich, aber 

ohne irj^end wie Aufschluss darüber zu geben, auf wei^ 
chem Wege wohl der menschliche Geist zur Entdeckung 

' dieses sonderbaren Satzes (gelangt sein dürfte. Soli aber 
der mathematische Unterricht den Nutzen gewähren, des- 
: «en er fähig ist, so müssen die Wahrheiten der Mathe- 
matik nicht als Staunen erregende Kunststücke, sondern 
in einem natürlichen Verbanae, nämlich so vorjretragen 
werden, dass jeder folgende Satz als ein Fortschritt in 
der durch die vorhergehenden Sätze gegebenen Richtung 
„j , . erscheint, als die Beantwortung einer Frage, welche sich 

j,,.:, . .. aus der Erkenntniss des Vorangehenden jedem denken« ; 
^ den Kopfe von selbst aufdrängt. Da aber der so eben 
vorgetragene Lehrsatz eines solchen Zusammenhanges 
mit den ihm vorangehenden Sätzen oflfcnbar entbehrt, so ; 
.scheint er in einem fiir den Unterricht bestimmten Lehr» 
buche hier nicht an der rechten Stelle zu stehen, und 
. wirklich hat er diesen Platz nur hergebrachter W^eise er-; 
halten. Auf eine einfache und natürliche Weise geht 
derselbe aus den Sätzen von der Aehnlichkeit der iTrei"! 

""\ ■ ecke hervor.*^ . .. .,. 

t . ■ • • ' 

Wir haben diese Anmerkung vollständig hier abdrucken las- 
sen, weil wir glauben, es dürfte darin die Ansicht mehr als eines 
Lesers ausgesprochen liegen, dem es um die vollständige Motivi- 
rung des emzelnen Satzes an derjenigen Stelle, welche derselbe 
einnehmen soll, ein Ernst ist. Zwar so lange man nur darauf 
ausgeht, das Verwandte und Gleichartige zusammenzustellen, so 
lange gebührt dem Pythagoräischen Lenrsatze, wie ihn Euklid 
gibt, offenbar seine Stelle in dem Abschnitte von der Flächen^ 
gleicbheit, da er es ebenfalls mit gleichen Flächen zu thun hat> 
und es kann dabei völlig gleichgültig bleiben, welche andere Sätze 
über Flächengleichheit ihm etwa vorangehen oder nachfolgen; das 
leitende Princip für die Anordnung dieser Sätze bildet alsdann 
nur die Möglicnkeit, jeden Satz an der ihm angewiesenen Stelle 
auch vrdlig beweisen zu können. Wenn man aber tiefer auf die 
Frage eingeht, wie der einzelne Satz durch die ihm vorangehen- 
den gerechtfertigt erscheine, d. h. wie er aus diesen als ein noth- 
wenoiger Fortschritt nachgewiesen »verden könne, so gewinnt die 
Sache allerdings ein anderes Ansehen. 

Die Lehre von der Flä<;hengleichl'eit eröffnet man in der Regel 

gpir wollen hier nicht untersuchen , mit welchem Rechte) durch 
etrachtungen über die Gleichheit von Parallelogrammen und 
Dreiecken, sowohl bei einerlei, als bei verschiedener Grund- 
linie und Höhe, und gelangt daraus sehr einfach zu einem ali^e- 
neinen Verfahren,'' nicht nur Dreiecke und Parallelogramme viel- 
fach unter einander, sondern auch beliebige andere geradlinige 
Figuren in Dreiecke oder in Parallelogramme zu verwandeln. 
Lässt man nun auf diese Betrachtungen plötzlich und ohne Ueber- 
gang den Pythagoräischen Lehrsatz folgen — natürlich so, dass 
von Quadratdächen und nicht von zweiten Potenzen der Dretecks- 
seiten die Rede ist, so bat man offenbar einen Sprung gemacht; 
denn es drängen sich sogleich mehrere Fragen auf, die ohne Ant- 
wort bleiben: 
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'1> Wie kommt mai» 4>awr,'»p mMllri i r twft 'Q«ia4lrateD aas- 

stthliessi ich zu reden? ' : • ! i- i ..• ;)»' 

, • « . » • 

" Wie kommt es, dass man. auf dio S'ömmQ '^y^^^ Qua- 
dks^f^ das Augenmerk richtet? • ^ 

'8)k' Wie koMü'niBii aiin f«<btwiDkiigett Dmmkm% 

.. Die^e Fragen lassen sich uingehea, oder vielmelii' sie erledi- 
ge^ fidi noff^efbfitt» wenn maa.ao 4ie y9raQg,egangQnei^,^^tie auf 
Slgl^e Webe lanknilpft. . ..ii •» ' . .h 

'-'"'Es hat sich bis dahin herausge/sttellt , dass man jedes Paralle- 
lo^ttim, wie jedes Ih^eet tri iäh aUHmci vi^a gegebener 
Qrandlinie (od<^'' gegebener RCfie) v'entaiidi^la kann*, udd da die 
MAäa ElemeDte / (^nnidlrnie und HQhe, das resultirlnidö Paralle- 
lö^aiiim oder Dreieck noch nicht vollständig bestimmet , so darf 
main noch eine dritte Bed'mj^ung hinziifticfen, vorauss^esetzt, dass 
drcse weder auf Cirundlfnie noch auf IHHihe von Kinfluss ist. So 
kapn man also jedes Parallelogramm in ein liechteck oder einen 
AfiMk^blia, jed^Qs Dreieck ein rechtwinkliges oder gh^hadienk- 
Hgeff v<irvrandelii; dagegen die Verwandlung des Parallelogramms 
in ein Quadrat und des Dreiecks in ein gleichseitiges Drei 
eck: kann mit den bisherigen llülfsnüttelM nicht ausgeführt wer 
den, weil hier die aufgestellte Bedingung, dass die resultirende 
Figur gleichseitig und gleichwinklig sein so^l, wieder rückwärts 
^lii|luss auf €rri|pdlinie und HOhe.Gat^ indeH|.'«ie zy^iaqlien Jliei4^. 
c^e Relation festotellt ' « , • 

• " Daraus aber folgt die Noth wendigkeit, diese beiden letztern 
Aufgaben nun selbstständig in's Auge, zu fassen. Es zeigt sich ^in* 
dtMeil sogleich, daas'die Herstellang des Quätfrati» ms^r^im 
di6 eirifitchere fieser Aafglnhen erscheint, als hier z\vischen Gropd- 
und Hobe nur • Aas; einfache Verhältnis^ der Gleichheit 
vorgesehrieben wird, Während da'jegen beim gleichseitigen Dreieck 
das Verhältntss zwischen Grundlinie und Höhe — auf desseii Be- 
i*n(;ksichtigung es hier jedenfalls ankommt von ^iner, zu yer- 




Äpfiter» Stelle bi?iausgeschoben ; die erste Aufgabe dä^^ijgvn, 
welche das allgemeine Problem ,.Jede geradlinige Figur in 
fin Quadrat zu verwandeln", zum völligen Abscbluss htiogt, 
wfvileu wir hier volUtändig bejiaudelu, um 711 ;zeig6o» wie man 
^Ar«^u8 aiif; emm gffia natirlic^en .und' «tfeng* laethodietobevt 
z|l:4leiii Pythagor&iachen Lehrsatz» gehingt; Wir g^htm-y ißmmÜ 
adiiv^rke^ etwas neues, wenigstens wird Jeder Keiner der gep* 
laetrischen Analysis der Alten das Nach^tcbeiMle ohfi<e Muhe selbst 
zu entwickeln iiit Stande sein; aber wir erinneru uns nicht, diese 
Entwickejuug in irgend einem geometriscben Lehrbucbe jitu9g.Qföi^rt 
OfL^r ^ucti nur angedenkt eelimdeo m haben,, und es wir^tWIf 
Üraiien , . wenn wir durch MlttheUmig dersalliea. saiaf < ausgeAila 
t^fie Ai^freßdung der geometris-cliea; Aa^l^sU.lHlfil^i^^ 
inacht haben soUten, in welcher wir ^ M y^rtrMHi)di%9f^*^f^ilikr 
Stück zu der Aitfl#ai»H^Mitta«liiwb«f 
ge& besitzen. . 1 ' 
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Aiialysis. Ss Mi ABCD das ^egebeoe Reehtack, ao liegt 
offenbar der Versnch am nüche^^en, die Jiagere Seite AB um so 

del zu verkürzen und gleichzeitig die kürzere AD um so viel zu 
verlängern; dass dadnr(>h da8 gesuchte Quadrat eQt$;tehe. (vestdtzt 
auf das oberste Princip der geometrische« Analysi« („Man bt^itrachta 
die Aufgebe als gelüst^') setzen uir demnach, es sei AEFG das 
gcfiucbte Quadrat dieses soll mit JZ^CV^ gleichen Jnlyalt )>aben», 
wonma aogialcb folgl, daiaa iuc^ die.Häifte des •Quadrat»» AEG^^ 
mit der Hälfte des Kechtecks»; AßD, Reichen lufialt haben mussr';^ 
IM .Kir ah.sichtlich die lialhirenden Diagonalen EG und BD so 
gelegt haben , dass beiden Dreiecken der Winkel bei A , und da-^ 
mit so viel Fläche wie möglich, genieinschattiicb bleibt. Denn 
uuu erkennt man ohne Mü^e, du;U die Gleichung AEG!s=iAB^, 
nur keMkm.kmn, w^rnfV/m hat . • ... . . i 

. , EDüßG, . ; ,{»)" 

Diese Hedioguiig (ur sich setzt aber die Lage der Punkte E wMi 
(r, \relcbe aulMe^deltt «i die Bedkuimg AE^AG gelmndeii'luii4^ 

noeb.'aMt feat- • : ■ 

, ■ ■• . « 

XJpA mm «leiter die Gleichheit der Linien .J£\and AG ja dfe( 
Betracfitung hinleiii2leheii 20 ' Wärmen , \y*euiBti iv-ir wiedäc M'ßiXÄ^ 
bekanntes Verfalireii' der geqniptridicben Änalysls an, .indem if^ 
beide Linien in congrnente Dreiecke zu bringen ancheiV| 
jedoch mit luügTicbster TSenutzuug schon vorhandener und Vermei- 
duBg u'illkiirricbcr HüHsliiiien. Schli<'.ss«^n wir deninacb da.-^ Drei«* 
eck AEG, welches die Seiten AE und AG beide enthalt, eitelä 
MiaOl'ad^/ao.'biailit tiaa nur die Wldil, Qber AiG «ki ma MED 
coogreeote^/ oder ■ fiber AE eio xil il6ril 'eoajgpnienlee Dreieck 
herzustellen, da die genannteli Dreiecke die eifra^eiliaebon' voK 
handenen sind, in denen die fraglichen Seiten vorkoniwien'. Wu! 
nehmen nach Willkür den ersten Fall (der zvveitti Avtirde gleieh^ 
falls zum Ziele führen) imd le^en an AG — AE den VN^inkel 
GAU^EAD, machen AiI = AÜ und ziel»eu (fJlJf alsdann wer- 
den die Dreiecke AED und AGH congruent, und folglich kann 
fCebvMa ^ie GleiclMMg AE^AG nur: beeteben, vreno man hat 

ABD^AGÜ% ' • . ' .(Si);'; 



•) Das voH Oausft tilr den arithmelischeu Begriff der Con^rueni eiri^e- 
fdlute 2e<ckeu (=) zieheu wir auch für ilea ^ometriftcken Gebrauch dieui 
inrfiluiliGbeu j^iS vor, weil e» sich lüichler «chreiben llimt, und oben* 
iMhl beim »cbuelleo Sckrelben diu gewobuiieki; Zeitheii sich vou selbst iu 
•^H; er^lc^c verwiuulclt. "Was man S(jiisI /ur Kt clitferlimJii^ dos gcwühnlichcu 
^l^cii^ua aiii(u£uhreM pU(^t , üas^a üiis CuugiucaüZ^icUen sich ^us dem Gleich- 
fcwPNWiphen und, ifUfn A4li|>UqHi^.MftX«icb^a ebeuso «uauinpienaetze , vrie der 
fräkeiffff 4«r Coogtnais ««• den Begriffe» d^r ftle iehh ä it md der Aehn- 
HrtliH nnewpiiiigete»! wt« Uta» iH weaigi mifx «im SfAtlarei« die 
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« 

Jetzt fuhrt eine Combinirting der Bisdlngangeii (1) und (2) za 
dem Schlüsse der Analysis. Die Corigruenz in (2) erCordert näin- 
lieh unter anderen, daiss Winkel AEDi=zAGff sei; wegen des 
Pmlldismiui in (I) -i^ aber auM^dem mokü. JßD=:ABG» 
folgficb ABG^AGnl odbr ^ 

. ' >. I • . * II.*. 

jjK .•.'7 t , * ..Ml".. *.* : I . . '..^ 

M&ifIMie Bediiigung M.tik^mikkiheoAt .tu» ddn Puskt fi^«p(.4«rv 
■ i tiiii i go ii yl itp^^Qwadrl^fdiil^ lMH8 l all<i« .-'.it.. 

''^'^ ,äV^>i|«Wt8. Man v^lirntre^e «e tätigere Seite yfl? des 
gW^^^ Rechtecks ^^C/> umM. im, ah die k{lrzer9 SeM« 

also um ^^=-i4Z>,' «Sbnstruire tther BH als DnifchrfielMli»^ 
ciri'en Halbkreis, und verlnniyere ♦Midlich AD, his sie in G diesei^ 
HAllikreis trifft, so ist AG die ircsiichte Quadratseite, aus wel* 
cheni das Qua^r»^ AG FE — .7 /^f Vi herzustellen ist. ~ (Hätten wir 
df4K>orW3|i' lditt^''an£^edeu(«lteii xwMten' Weg* ^' 
WYfrde di^'8:^tt^b' gelautet hah^nt Man veHSn^er« die itflr?^ 
IScltc de« gegebenen Keebtecka^trin'^a» viei,"bUi me lingera t§ellli' 
be|c^gt n. 8. w.) 

bor Beweis der Synthcsls (nach der treffenden Bemarknog 
des Herrn Oberlehrers Heimes *) iripiehsani die Rechntmsrsprobe 
tür die liichtijikeit des srewonnenen Hesultats) ist ohne Miihe aus 
der Analysis zu führen. Zieht man nämlich die in der Syntbesis 
i^^fjh picKt Yorgekommcnen Linien Cr^, QE^ DB, DJ^, »0 ist 
Iir F'olge der Constructioii "Winkel HGB^R, folglich Winkel, 
ÄCH — ABG. Ferner ist in Fol^e der Construction Dreieck 
AdH— AED, fol-Hrh aucli Winkel AGB^AED, und dies mit 
dem ^ oriiien verlrnnden LMbt Winkel AED — ABG , woraus fol^ 
EÜ^ BG. Aus dem letzteren Grunde aber i^t Dreieck DEG~DEB, 
i^J^Yn auch Dreieck AEG=ABD, nnd endlicb AEFG^ABCD, 

' Anmerkung. Wir haben diese Auflösung desshalh hier vor^ 
abgestellt j weir«ie sieb gleichsam von selbst znerst durbietet, ob^. 
gleich aw iht 4er PytbagorSische L^htsats keineswegs ohne wei- 
teres bwnrvrspringt* Dfeses w«rden- erat die beldoi folgeadca 
ititflitsungea ieliffteii. 

• •••'••* .' 

Zweite Auflösung (Tat V. Fig. 3.). ' * 

' Analysia. Bs ael ABCO das gegebeae Raehtsok M BD 

eine Diagonale desselben , so kommt die gegebene Aufgabe darauf 
hibaua: „das Dreieck ABD in ein aiideres zu verwandeln, in 
welchem Grundlinie und Höhe einander i^Ieieh werden." 
Man weiss nun, dass der Inhalt des Dreiecks ABD sich nicht 
Sodertj wenn mau den Eckpunkt D an irgend eine andere Stelle 
4flir Linie DC verlegt, z. B. naich E,, wo. DreiedL JJBJ^ssilil^ 



der Siliillcr niilil einmal vcrfclelil, weil er von (i loichlieil und Achnlichkeit 
ir«t viel A()ä(er etw.-iA erfahrt al» von Cougracnz. Mii mehr'Grnud küiinlen -wir 
dagcg^ca sagca: Weil Congrueuz " mehr a«gt als Giekhlieit, 00 xieheu wir 
dyei Strich« stirtt »weiet! 



. kj ^ jd by Google 



ist Da liiSeMiN» bäl> dIM) Verv^MMar €k«i^ ikna^ il^ 
des Dreiecks noch imrocr ihre anf^ng^lrehe Verscbiedeobelti beib» 
Mten» 60 lange man nämlich ^/i als Graiidlinic ansieht, soiwind 
der beabsichtigte Zweck nur dadurch erreicht vTerden kOrnicn^ 
dass man eine andere Dreieck^seile, z. ii, A£, als Grundlinie^ 
«od mitliin ejln aus ^ ^(' 4^ ■<Nler. dmn *Ver)^og^ung gelalltes 
Perpendikel JSß als HOlie des Dreiecks gelten lässt. Alsdano 
«irMiid'iQiFoviitranjr, idass AE<^ BH i^wdm-^We, kei«e»fiWider- 
Tflbni^h in sich scnliessen, aobnid nur» da ^eis AEy AD und 
MH-^AB ist, AB als die längere und AÜ &l$ die kürzere Seitl9 
dtü gegebenen Rechtecks ABC/) vorausgesetEt worden' war. J 

Es werde demnach die Aufgabe gelOst angenom- 
men, und das Dreieck ABE, des^sen 8eite Aß mit der längeren 
Mio des gegebenen iSeeiteck^ tasanMnenflillt,* «e& das *emiclrtiei^ 
fti weMem «Ithin die «randlinie AE der flöhe BH gfeteb 
Um atm diese? Bedingung AE=zBH weitere Schlüsse machen zu 
können, suchen wir, dem Geiste der geometrischen Anatysis ge- 
mäf«s, die beiden gleichen Linien AE und BU \ \\ congruente 
Dreiecke za brinaen-, iqit raiiglicbst geringer Zuziehung Iremd" 
«r^ir Hmfalliiien. Daan bieleir «Icli zwe\ -Wegey eHmticb- Uail 
t a wl i i' entweder Aber AE ein dem Dreieck .0///! congrHentery.iode^ 
fAfer-HB ein dem Dreieck AED congruentes Direieck Uerstellen« 
Wir wählen den ersten Weg (obgleich auch der zweite zum Ziele 
(iSliren wii rde) und legen an AE=:B// den Wnkel AEK^BHA, 
und da maa von selbst scboa hat Winkel EAK^UBAy so- Hird 



• • • • #» • • • 

. • ' ! • I »• . .. 

• * ' * mm 

Dies6 €oagnwtts schl&esst aber weiter die liedingimg! '! * 

! : ..: . . AKz=iAB ' . :* 

in sich , und da man letztere jederzeit selbstständig herzustellen 
im Stande ist, so hat man damit alle Erfordernisse zur Conslruc- 
tion des Dreiecks AEK uod iolgUch xuc Aufliadung desv Pjaaictes 
E beisammen. 

Synth esis. Man verlängere die kürzere Seite AD des ge^ 
gebenen Rechtecks AB CD über D hinaus, bis AK=AB gewor- 
deo ist, und construire über AK als Durchmesser einen Halbkreis, 
weleher die Seite DC in E schneidet, so bt AE die gesnchte 
Qnadratscite» also das Ober AE eonstmute Quadrat AEFG 

Zvm Beweise der SynthoBia liehe man noch XZr und mit 
ikr die Parallele BH, welche die Linie AE oder deren Verlin* 

gerung in H trifft. Alsdann erkennt man leicht die Tongruenz der 
►reiecke AEK und B//A, folglich ist AEz=:BH , und da ausser- 
dem in Folge der Construction AE=FEy so hat n»an auch 
Bff=FE, und das Dreieck AEB ist die Hälfte des Quadrats 
AEFG über derselben Grundlinie AE. Zugleich ist aber auch 
das Dreieck AEB die HäJfte des Rechtecks AB CD Aber dersel- 
ben Gmndliule AB, folglich endlich A£FG=zABCD. 

Folgerung. Es liegt nahe, das durch ^iliP angedeutete 
Quadrat JBAKL au TervollstilBdlgeD; wendet man aber aaf das 
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4ftJiUr({h hinzukommende B!leefateel& GDK'L die vwige^ytithMis an, 
«o ündet man KE als di« Sehe; d«t^eoi^eii: Quadraj»» : xv^lcbes 
idieneoi Rechteck gleich Utyiu^oicaus ^fiOidaiiD d«r. P-^tb^igt^r 
^•dle.Ll»lir«8tBi«liiie!BUllk* h^rvilrg^iitr: •'; liMac»'! vt 



•J! • 



Anftlysis» Wenn man Wie in der vorigen AnflfiKiing darauf 
ktiBgeht, für das Dreieck ABD ein iileiches ABE an die Stelle 
txk setzen, in welchem die als Grundlinie l)etrfbclitete 8eite AE 
der aiigeh<$Tis«tf Hohe gleich' wird, so i«t<«8 nicht nofliwsiMKg, 
^».Piml,jiritL'4ler Seite DCiMlbst: luiilifichaito^ jsoadeni der* 
«elbe ,fciiiitt:A«l!h to.der V^erläng-eihing voti Z>0'mi%««lcil: Vi erden. 
Es sei demnach — die Auftrahe als sjetfist an^encunmen — ABE 
das gesuchte Dreieck, wo E. in der Verlängerung von CD liege, 
»0 wird das Kriterium för (Ke Kichtic^keit dieses Dreiecks darin 
-besteheo, dass (las au$ auf die Verlängerung von AE efiiiMt 
I^Qrpendifacl )A«f der Gi«ndyoie.:^iB.glfeM.Mi ..Ilm. diene 0edlBr 
^ung'i festhalten zu können, suchen wir« "gtKt wie früher, die 
beujeii gfeichen LAnidn AE vnd BH in congrueftte Dreiecke zn 
bringeii. Wir whhlen dazu unter den beiden möglichen Fäiien, 
die wir hier nicht weiter anzeigen wollen, denjeiiigen ans, wo 
fKir über das Dreieck AEK~ßUA constfuiilen; zur Her- 
ätfiHimg die6bs'|]lrei{tekr9;i^£Ak -fiind.sodaoo sümmtliphe Bediogiuir 

iB:dfHr^egdb€ften iAfei%alMr esiialt^B. . 

Synthesis. Man verlängere die. kürzere Sei^e AD des ge- 
gebenen Rechtecks ABCD über D hinaus, bis AK=AB gewor- 
den ist, und construire über. als Durchmesser einen Halbkreis, 
weicher die Verlftngemne der Seite DC in E schneidet , so 
ist AE die gesuchte Quadräaeite»-^ Uso das Ober AE constriiiite 
Quadrat AKFG^zABCD. , 

Diese Synthesis stimmt bis auf die mit Sperrschrift ge- 
druckte- Stelle w^tlich mit der vorige« überein, und ebenso kann 
nach der vorige Beweis, nebst der Folgerung, wiMM.hier wü^ 
4|Hrhfflt iwdeiij. . /, ...... •,.!•>/ ... .{...;; 

.>i*n:* Ii. II ': ', ' ••' .1 -i« ^ i .t* . •■ . ^rt.«-> '«r . i * 

• I .|.. •••I« 

. .. 1:' • « • 1 .... ; •;»•••.» — » 

A ♦ » ^ . . » 

• ' •* ^, f «••■ • 
.1* » • . ; i • • . .1 1 . . '» '» II,. 

I'i • • » . « • « « • • 

> 1, ' t* .!• ' 1 • "t:! . . . ' • .III«! 

.» ■ i» .«' • . ... " -4 • --l. 

1 *" »'II'* » 

t! J i. • I . . * . •. .. I . I . «... 

i.i . I . ; • .• t ' • . • , « 

«! ». .1 .; I». .. ■• . . i , • «:.' • t , I ' . » t ' . 
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IStiUsre Bemerkungen Uber regul^e 

■ ■ • ■ - Herrn Kischcr, • ' ' V 

Lehrer der Matheraalik an der j[F€.%^«)rh9rhiil('. .9^. Bnj^rfM^* . ». i > 



fite, lumlcubtruliraid« K«g«l bei r«goUm'fidrp#n|.>.i;s 

* . • • • 

Diejenigen Lehrbucher der Stereometrie, u eiche die Lehre 
I 4Bti fegemii^iiiigeii Pdifedern. auftfURKch 'behandeln utid na- 
mentlich vott der am- und Mbeschrieheneii 'Kttgel nf 9tt k m \ «ill^ 
ten daf> Dasein einer kantenberiihrenden wenigstens anfuhren» 
Binie FMertmg' utfiteC nidi be folgende Gründe. * ' * 

§. 1. Wie e|ne regulfire geradlinige Figur, enUprecbend ihren 
zwei Dimensiöneii und den zwei Bedingungen, die zu ihrer Exi- 
stenz erlV»rderlich sind, zwei Kreise bedingt, die mit ihr einerlei 
Mittel|niiilvt haben; ebenso bedingt ein regulärer Kflrper gemäss 
smnefi 4iui Dimensionen» gemäss den drei Bedingungen» die seine 
DeäDition entbftlt, aach.4vei Kugeln ^ die «it idem Küiper einerlei 
Mittelpunkt baben. 

J. 2. Aüf der Obernnchc der j Ä^Ä? 1 l^-Wf» 

QiQb«e«<}hriebe0ej Kceis .l^er »nscehen., worum soll er nicht «(»eniaUs 
Mine Kmel beanspruchen dflrienf.: Dh ein Panlot im Riilmnl wk 
dnnsh drm F(|rderungen bestimint ist, so darf. bei. dem AIittelpunkte 
eiti'eß tegulfiten Polyeder^' keine seiner drei 'EJgens^hpifteji fiber- 
gangen werden. Ein solcher Mitbplptmkt gebort, cbetisogwt . vile 
der einer einzelnen Grenzfläche, zu den Ttnendlich ^-ielön, wetdfi^i 
in Bezug auf letztern 1) vou aJIei;i ihren Niiitzen, 2) jvon jallen 
ftltir^MRenRAM gleiöhWbifeiQ^i^r^ shid." !ffietü..)cV™^ ^ 
dritte miterschddendie IMlätn^*bei''deit(^' das« er 

in der Greazebene .selbst liegfl»^ : bei dem .'amierh,' idass er von 
der Grenafiftche and andern Ebenen 'gieicbweit entfemtt.sein aolL 



f. a Wihrend mm in LelirbfielMni m irigeo Mi bmMI: 



bewei8*t man auch — ohne jedoch letztere Thatsache und insbe- 
sondere die aus derselben hervorgehende Existenz einer kanten- 
berührenden Kugel zum wissenschaftlichen Bevvusstsein zu hrin- 

gen — dass derselbe Punkt von allen Kauten i^leicbweit entfernt 
(t Die EntferniniftsliDie oder der Radius der kanteolierfifaraideii 



wichtige HillsliDie fiir den Beweü des genannten Lehrsatzes* 

§. 4. Wenn ein Korper so l>esrhaffeii i.sf, dass ii an ihm eine 
kantenberührende Kugel einbeschreihen kann, so folgt schon aus 
dieser einzigen Eigenschaft eine gr/ussere Annäherung seiner Ge* 
ntaituDg an Kegelmässigkeit , als wie sie durch die ZinlSssigkeit 
Ton einer der beiden andern Kugeln bedingt ist. Denn in diesem 
Falle lassen sich offenbar allen Grenzflachen Kreise einbeschreiben, 
deren Berührungspunkte durchgehende paarweise in einem Punkte 
einer Kante zusammenkommen. 

$. 5. Noch mehr seigt si^, in wiefern die lumtenlierahrmide 

Kugel inniger mit regelmässigen jGlestattungen , zusampenhängl^ 
als jede der beiden andern, wenn man inmiiDdltV ^M» ekk Kdf* 
per 'd,we\ coi^c^ntriscbe Kugeln zulasse. 

:I. Wenn man eiitem Körper eine Kugel umbeschreibeta mä 
4lae .cei^eentrisehe efailiesohreihen- kaDn;. so -fiilgt ntorft . * 



. » 1 «ieich an einander geneigt seüi. ' ' ••> > • i!<t'i;'it. 

Anmerkung. Hieher gehört z. B. jedes senkrechte Prisma 
mit regulärer Grundfläche, bei welchem der einheschriebene Kreis 
der letzteren einen der Höhe des Prismas gleichen Durchmesser 
hat — Jedes also beschaffene Prisma und jeder hieh^r gehöriff'e 
KlSfpei^ «BhUesst« wenn.'vr. sieht einer, der fünf platonischen 'mU 
die IwnteftberalMide Kogel auA.:' '. • «i » '* 

II Gibt es in einem Körper einen Punkt, von dem aus eipe, 
f^euie Kanten, und eine, i^^me Flächen berührende Kug^l sif^ coli' 
«Ifnicei^ l^8t,,sö müssen ' . . i • 



»» 



femt ist'' 



In jedem regelmässigen Körper gibt es einen Punkt, 
der von allen £cken und Flächen gleichweit eot- 



ff 
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."'^ die GrenzflftcbeD gleich za einaDdef geaeii^ senk». 

Hiebei kOnnen die Grenzflächen Diif ,a) onregelmiggigfl uiid b) atf 
fleitenzalil . verachiedene FigoteB sein. 

Anmerkung. Der Art sind von mathematisch behandelten 
Korj)em das Rhomboidal -Dodekaeder und das Rhomboidal- Tria- 
kontaeder (M. Hirsch, geom. Aufg. II. Berlin. 1807. Seite 192.), 
ausserdem mehrere Krystalle. Kein hieber gehuriger Körper lässt 
eine umbeschriebene Kugel zu. 

in. Lässt ein eben begrenzter Körper eine umbeschriebene 
und eine concentrische kanteiiberührende Kugel zu, so sind die 
GiiBzebeneo Figuren, welche 

1) durchaus gleiche Seitenlmien babeo^ 
.2)' einen nmbeschriebenen nnd 

0 

d) einen embeschriebeneD Kreis bes^nunen^ also regelmSs* 
sig sind. 

Diese rcgi Imässigen Grenzflächen können aber 

a) verschiedene iSeitenzahl und 0) ungleiche JNeignng 

SU euiander liabeD. 

' Anmerkung. Alle archimedischen Körper (inr der anffefilbr« 
ten Schrift Seite 149. und 175.) besitzen die ebenerwähnten Eigen- 
schaften. Nur zwei (ebendaselbst mit VI., VII. bezeichnet) haben 
auch durch^ehends gleiche Flächenwinkel. — Die archimedischen 
Körper entbehren der flachenberührenden Kugel. 

Man sieht aus den Fällen II. und III.« im Vergleich zu L, 
dass durch die kantenberührende Kugel eine Folgerung mehr^ eiu 
Schritt weiter zur Kegelmässigkeit bedingt ist. 

L 6. -Der planimetrtsche Satz: »»Wenn sich einer geradlini- 
gen Figur ein Kreis um- und ein concentrischer einbeschreiben 
i.isst, so ist sie regelmässig" findet in der Stereometrie keif» Ana- 
logen, so lange der in J. 3. aufgeführte Lehrsatz seine gewöhn- 
Liclie Fassung behält. In dieser lässt er — als unvoilstnädig — • 
I Umliebning su« wie ans (. 5. L dentlieb bervorgeht Wird 
|eser Lebrsats so gefasst;- 

I tili Wenn es einen regelmässigen Körper gibt, so befindet 

I sieb in ihm ein Punkt, der von allen Ecken, Flächen 

I nod Kanten gleicbweit absteht; oder: so iSsst er drei 

i eoncentriscbe , eise Ecken«, Kanten • und Fläcbenkngel sn ; 

8o liefert seine gänzliche Umkehrung, deren Richtigkeit aus der 
l'Kflilcnupfung der Fälle L, II. und III. des §. 5. hervoi^ebt, in 
pj^gs ler Welse das gewflnscbte Analogen: 

I V, Wenn ein Polyeder die oft genannten drei concentriscben 
Kugeln zulässt, so ist es regelmässig. 

! 

Anmerkung 1. Wie jedes Dreieck zwei Kreise, einen Um- 
und einen excentrischen Innenkreis, ein gleichseitiges aber zwei 
poncentrLsche zulässt, so gibt es für jede reguläre Pyramide drei 

XI. 11 
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Kugeln besprochener Art« 4U «tote «Menlfiäoh» mr biim Tttrae- 

4^ <:^ceRtrip<ül find. 

Anmerkung 2. Noch «ind vielleicht folgende UmkehrungeB 

kl Beziehung uui den behandelten Gegenstand nicht ohne Interesse- 
%lf^ ebenbegrep^ter iKür^er gehört zu den fOgullireii, wenn er ist: 

1) bei gleichgrosaen Grenifläcken» conceBtricch mich fidsto 

und Kanten ; 

2) bei gleichen Kanten, concentriech nach Ecken und Flächen; 

3) bei gleichen ebenen Wbk:eki» coneeptrlecli nach Kanten 
und Tläcben ; 

4) bei gleichgrossen FlSchen und Kanten , eeptrl^eh paeh 
den Ecken; 

5) bei gleicben Kanten und ebenen Winkeln» centrbich nach 
deajFläQben; 

6) bei gleichgro88en Flächen und ebenen Winkeln» eentriaeb 
nach den Kanten. 

Das Aufsteilea pnd Beweisen solcher Umkehrungen» deren es noch 
mebrere gibt, dürfte eine gute Uebung für 8chfiler eetn. 

§. 7. Es handelt sich nicht um die Sucht nacli Analogien; 
vielmehr zeigt das bisher Gesagte, und namentlich die ümkenrun- 
gen V. etc., das» die kantenberübrende Kugel in nothwendigem 
Zusammenhange mit den regulären Körpern steht, und dass dess- 
Jialb der eewßhnlich aufgestellte Lehmtz ($. 3.) und mit ihm die 

Etnse Lei Ire von den ulatonisehen Körpern mangelhaft bleibt» ao 
Bge dieser Kugel nicht gedacht wird. 

§• 8. Ehen wegen des erwähnten innigen ZuKaramenhanges 
ist man geuöthigt, entweder — was bei dem Dodekaeder, meines 
Wisaena» gewöhnlich geaebieht — den Halbmeaeer der Kaat««- 
kiigel selbst an benlltaenjt oder denselben durch eine andave Di- 
mension zu ersetzen, wenn die Constmetion der andern Kog^ 
halbmesser und, bei Ausschluss sphärischer Trigonometrie, die 
Berechnung letztgenannter Linien, des Kubikinhaltes, sowie des 
Neigungswinkels verlangt wird. Will man aber ein einziges, rein 
geometrisches Gesets aufstellen, nach dem skb sämmtliche pUl»- 
Piscfaeu Polyeder berechnen lassen» so wird man bei allen am 
«if9QM8seii9ten den erwähnte« Hslbmesser zu HüJTe neboieiL 



Ein fcia (j^eomelrisclief Gesetz zur gleiejharti(»en BereeimQBi^ 
der wichtig[8ten Stücke und des KubikLnhaltes regulärer 

ICöVper. 

6. 9. Wird irgend ein Körper, er sei regelra«äs«ig oder nicht, 
dufchgebends von 7^kantigeu Ecken und //iseitigcn ebenen Figaamm 
begrenzt» und ist die ^Anzahl der GvenzAächea» so £6^1: 
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Ibiglkb nach dem Eolersclieii Lehrsätze: 

daher die Amtahl atter Grenzflächen : 

2(ii-|-m)— fun' 

wodarcb auch fF, £ und K bekannt sind. 

Zusatz. Hat ein .solcher Körper sleicberosee Gfenzflficheo, 
und bezeichnet g den Inhalt von einer deraeiben^ O aeine Ober- 
fläche, so ist 2 

' An 

■ §. 10. Se gat sich, den ?arlga« Paragmhen gemäss, inabe- 
aoüdcre bei einanl reffulSi^KOrpar dieAnzabl aller SeiCeaflaebeo, 

namentlich aber die Oberfläche nach einer und derselben Formel 
berechnen lässt, sobald nur die Beschaffenheit einer Grenzfläche 
und die Anzahl derselben um Ein Eck hefum bekannt ist, ebenso 
gibt es ein fdr diese Körner allgemein gültiges Gesetz, nach 
welchem sich bios unter letztgenannter Voraussetzung die drei 
Ki^lbalbmeaaer, der Kubikinhalt, wie auch der Neigungswinkel 
zwischen den Grenzflächen eines Jeden, ohne Hilfe sphlirischer 
Trigonometrie, berechnen lassen. Zugleich wird es durah dieses 
Gesetz überflüssig, den elementaren Berechnungen nach gewohn- 
licher Weise ein Construiren oder mindestens ein Vorstellen der 
Gestalt eines jeden einzelnen Körpers vorausgehen zu lassen, da 
dasselbe nur den ebenerwähnten Euler sehen und den §• 6. IV. 
«dgoifibrten Lehrsatz In elementarer, aber allgemeiner Fassung 
bewiesen Toraussetst. 

§. 11. Lehrsatz. Gibt es irgend einen regelmässigen Kor- 
per« dessen Ecken nkantig sind, so linden folgende Sätze statt: 

L Die Endpunkte der n Kanten , welche von einem Körper- 
eck auslaufen, liegen in Einer Ebene und ihre Vernin- 
dunesüaien — kleinste Diagonale» der Grenzflächen , jede 
=ir(in liesenderen Fällen Seitenifailen, also d^a) — 
bilden eine regelmässige, nseitige Flgfar, Basis des Eikes 
genannt (auf wefeher der Ualndiasser dbs Eckes senk- 
reebt steht). 

B« ' Her Halbmesser H der nmbeschriebenen und ^er Halb- 
messer IBi der kantenberOhrenden Kugel verhalten sich 

n» 
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zu eiiMDde?, wi» 4Iq 'KMit« ' « ,fl||V HilUptwr 9 der 

Eokbaab» oder es ist: 

Bew. ad I. Es bezeichne A das körperliche Eck , Ii, C, D.... 
die Endpunkte der Kanteo und M deo, jedenialW vorbaadenen 

Mittelpunkt des Körpers. 

Werden MA y MB, MC, MD.,.. gezogen, so entstehen Im 
ter congruente, gleichsehen kelige Dreiecke« woher 

Werden von B , />.... Lothe auf MA gefallt, so wird HttA 
in den, vielleicht noch verschiedenen Punkten F', F". ... ge- 
troffen. Wegen Folgerung 1) jedoch und wegen der Gleichheit 
der Kanten sind die neu entstandeiien rechtwlnkettgen Dreiecke 
• eongraent, folglich findet statt; 

2) AF= AF' = AF" , d. h. die Lothe treffen sich in einem 
einzigen Punkte F des llallunessers JUA. und die Verbio- 
dnneslinien der Kanten -Endpunkte bilden eine cbeae^ 
iiseuige Figur» auf welcher MA in F senkrecht steht; 

3) BF=CF=DFssi,,^, d. h. die iiseitige Figur, weirae 
ohnedies jede Seite si2 ist, Ifisst einen inächriebeBea 

Kreis zu, ist also ein regelmässiges, ebenes »Eelc, nil 
der Seite BC^tl (oder a), JißmMJitiekfmM» F naä dam 
• Ualbaiu^ser FJi=^q* 

Bew. ad II. Bezeichnet K den Mittelpnakt 4m Kante JUi 
so ist MK die Haupthr.lie und BF eine sweite Hlihe d^ei-gUMh* 
schenj^ligen Dreiecks MAB, daher: 

^. • ' MA iMK:=zAB.BF. . 

Es ist aber MA=:tt$ dann MK^^., femer AB^a und BF^g» 
daher: * • • 

• .. ©) = , . 

' §: 19. Aus dem Vorhergehenden folgt nochs 

oder .i . 

... J» J2>.s=a>-f|e\ . . 

Aus den beideaGleicfauegen 0) und ])) ergiebt eich soghslofa: 

er 

I. 21c=a.y==^~| fOr den Durchmesser der Eckenkugeli 

*«i>*rehnieseer derK^ 



1M$ 

t 

Aftmeririiaf« Dfe Gleicboag folgt seboBaiB d« «k lie- 

Torausgesetzten Lclirsatee §• 6. IV. > hätte sonach hier kei- 
ner neuen Ableitung l>e(lurft, wenn filr gewöhnlich VOQ der kanteo- 
berabreudea Kugel die Kede wäre. 

j. J3. Der Nenner V a*— ist nichts Anderes als der 
Weith ißm AF» d. k ab die Eäfeniiuffi der Spitse 4f a kOrper- 
VdbM Belm van aeiner Baaia. Blau erhält daher aipa L deo Satas. 

1) Die Kante eines regulären Polyeders ist die mittlere Pro- 
portionale zwischen! dem Durchmesser der umschriebeneu 
Kugel «nd der geeanoten Entfernung ÄF^ dagegen er- 
hält man ana Gleichung n. ; 

i$) Der Durchmesser der Kantenkugel verhält sich zur Kante 
selbst, wie der Halbmesser der Eckhaai^ aur Entfernung 
*• der letzteren von der Ecksuitze. 
• • • 

Anmerkung. Wie die letiten beiden Sätze auch aus den 
Ptoportionen MAiAK^ABiAF mA MKt AK^BFiAF folgen; 
so lässt sich aaaientlieh der erstere noch mit Hilfe emes Kreisee* 
ableiten, der von M aus durch A und H geht, indem unmittelbar 
WA:AB=AB:AF ist. Dnrrh diesen Satz wird es möglich, den 
Halbmesser der kantenberührenden Kugel für die etwaigen üe- 
leebnmgeii und Conatmefioiien in nnginien^ wen» man atett aei* 
iMT tfe webt minder wiebtlge Or6aae AF oder gar (2AM^AF) 
noch ausser g in Anwendung bringt, wie solches in mehreren 
Lehrbüchern bei dem Ikosaeder, mitunter auch bei dem Tetraeder 
oder Oktaeder, aber nirgends, soweit mir bekannt, in consequen- 
ter Durchführung und oline Rücksicht auf die besondere Ge^tfil-. 
twig eines einselaen KGrpers geacbeben iat 

$. 14. Bezeichnet r den Halbmesser des umschriebenen, q 
den des einbeschriebenen Kreises der Grenzfläche und P den 
Halbmesser der einbeschriebeneu Kugel, so hat man bekanntlich 
Ae CNMcbmig: 



* ■ ■ 

.JP«==Ät«^räf (oder l»«?»*— ^*), 

Et jaaa biec deq im vorigen Paragrapheo entwickelteii W0m 
B (odttr X) ein, bo erbält man weiter: . - ' • 

VL 2P=Ä. V ^3-.^ oder ) - 



niesser der ein- 
beschriebenen 



V^i I nescnneoenen 

STÜ^- ^ ) Kugel. . / ^^ 



I 



Wenn C deo Kubikinhalt eines regelmässigen KOrpera bezeich- 
net, die ühd§m Aicbfltaben aber ibie biaherige Pedeubw Mml- 
toa, ao iat: ' 



m 



Zusati^. Der halbe Neigungswinkel ist spitzer "Winkel eine« 
rechtwinkeligen Dreiecks, eingeschlossen von den Halbmessern ISi 
und Q, gegenüber dem Halbmesser P; daher: 

P 3C P 

§. 15. Ausserdem, dass 7/1 > 2 und 7«>'2 sein ninss, kann, 
schon nach $. 9., wegen des Nenners der dortigeii Brüche, ein 
KOrper mit gletebnamigen Grenzßguren und mit Eck^ ^on gleich^ 
▼ielen Kanten nur dann bestehen» wenn 2(ii-|-fii)>fim ist; er 

wflrde andenkbar, sobald 2(n-f m)~nm wSre. Daber kann es, 

wenn man die Kürper mit convex-concaven Ecken nicht besonders 
säbU> üherbaupt sur fünf Gattungen solcher KUrin^ir gebeo. Da 
Mü B»m w lautef eonmeaaBdcen «mflilossen« ein i^geM«- 
«iger KOfpef seinem Begrif nacb iiiebl conm«cemv mAtk hwm 
SQ gibt et w IM regoiSte Kdipeiv 

In jedem dieser fünf Fälle ist auch 9<a, wesshalb die Wertbe 
▼on E, P und C reell sind. Wenn aber 9(fi-|-iii);^iM> ist» 

so Isit «neli weAtidi R, 2C> P, C nnhesHmmbar oder Imm^ 

ginär werden. 

Anw^dnngen auf die flMif mög^liclien Fllle» 

{. 16b Anwendung des In {. 11. I. ent|iiiUM<)ll 
\ Lehrsatzes. 

1. Wird ein körperliches Eck von drei con^ruenten gleichsei- 
tigen Dreiecken gebildet, so ist »=3, daher die Basis des kör- 
perlieben Eeks ein gleiehseitiges Drelecl^» nnd awiv d^a, sAw 

2. Bei einem körp^rliphen Eck aus vier eleichsaitigeiv gleich 
sn einander geneigten Ilreleckmi ist tts4, daber die Basis ein 

Quadrat mit der &aita i|=:a tt«d dem fialbmesser a = A-o'f wo- 



IUI I ■ J 



aCz=i\0^.B fdigl oBiDlttelbsr sn» 0. «. IV. als XMs vmt' vM 
cn Lelirbädieni alt •olcher gegeben. 
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i 

^ Bei eioem körperlichen Eck ans fiinf gleichseitigen gleich 
zu einander geneigten Dreiecken ist 71 = 5, die Basis also einregel- 
mäfijsige s Fünfeck mit der Seite fl=z a und dem Halbmesser 

^=2V 5 =igVö(10+2v6), wofccr^^«-^. 

4. Ist das körperliche Eck von drei MngraeBleii QiiA^ateo 
«bildet» 80 ist »==3» die Basis des Ecks sleichseitiees Drei- 

eck mit der Seite cZ=a V2 und dem Halbmesser ^=i^.-^azc(.-^> 



wflhsr 



5. Kommen endlich drei congruente regelmässig^ Ffinfecke 
ioi KOfpereek aosammeiii so isi «=3, somH die|i«sis ^esj Eckes 

ein gleichseitiges Dreieck mit der Seite ä=a, und dem 

j V3 (l4-Vß)V3 , /<yV 3 + V5 
Haumesser yadrf^-yaf^ ■ ^ also 1^1 ae« . 

{. 17. AnwenduDg des Lehrsatses $. iL IL 
resp. der Formeln des §• 12. 

1 

Beseichiiet maa im AUiefaeiaeo ^^^ su ^ wi mit/^oder 

\«/ 

mit /, und nach den fünf besonderen Fällen mit fi , 



f%» U» U* *® erhalt man: 

« 

* ■ . 

* HF 

1 g— 

Fflr den Durchmesser der Eckefrkogel cr^^alt tiao sogleich 2R=af, 
Feraer erh&lt iliau t&lr deu Durch m#ss er ^er Kantenkagel: 



Digitized by Google 



168 

. " ... 

^ (l-fV5)V3 a4V5)V3 ,/ l4^V5 V .... 

Annierkang. Der Factor von a für 22^ sei im Alleem 
9 keMidmet, «o dass also 22i=air üBr alto F«Ue gette. 



ffir den Diirehmesser der Flichenkngel. 

in den ersten drei Fällen —9=4; 
im FaUe ^»2, in fihifieo ^8» ^ T^^r? 

B^MidiDet man diese Grdsae mit p*» so lat : 

« Sg-hVS)* 10-h2V5 gO~2SMS 
Ä»-P»»= 4 5 = SS 

Bezeichnet man die Wunel aas jedem dieser A^'^f^%i> mit m, 
so «iliilt man: 

«ia=iV6; 

* • • 



SegMcb ist filr j«dmi FaU 



%, 19. ADwenduDg des $. 14 oder det. 
ffir.deD Kubikinhalt. 



Da «Mer djBii..t!BieiAB;aBgefakcteB GrOa^n in d^ fatea dfei 
Mtea twr.ifEp^ ^d^^sr«^.—, im Tleflmi m^A^wnA 
imd im ftuftao «=5 un^ ^=a*.i V^öß-|-2Vö) iat« so erhäU man 
niMMt ftr i^SüT — \ — V — io dea elnaeheD Ftilin folgende 
Wertbe: • 

* — 2(3+3)— 3.a=^» ^^^(4+3)-4.3=^* ' * 

c 4.3 



I V 



I 



alm:* 

■ • • * 



|. 20. Berechnung des Neigungswinkels 
zweier Grenzflächen. 

Da in den eiaten drei Füllen öt == ~ V^» un ^^erten er =^ 

: I i 

itt iMtea' =s ~ V5— 2V5 ist ; eo rechnet ms^ fiosserst bequem 

see'i^ SS --asSIt • s oe . 5^ V 

ö4« poeh 
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PI 1 



Zur Probe findet man durchaus sec^iqo — tg*i<p=l, so dass 
also die Werthe von r, tr, sowie von f richtig sein müssen. 

Anmerkung. Insofern die Berechnung von r nach §. 17. we- 
niger lieductionen erfordert als die Berechniini; von to nach §* i8| 
SO Ut jedeoCEdls sec i<p am bequemsten zu tiaden« 

f. 3L €#astf«etioB des D«rdi««s««r« d^r 

KafttenkugsL 

Man sieht aus 17. und §. 18., dass der Durchmesser der 
Kantenkugel auf eineo einfacheren Zahlenwerth führt, aU die 
Dorchmcaaer der Mden anderen Kvgeln. HIeraaa iSast aieb tmA 
darauf scUleiMi» dass dieser Durchmesser im AUgenieinen am 
leichtesten zu construiren ist. In der That gehen aas den in §. 17. 
gefundenen Wertben von folgende Sätze hervor, die sich 
auch einzeln für jeden Körper byntbeiUcb und awar ohne alle 
Schwierigkeit beweisen lassen : 

1; Bei dem Tetraeder ist der Durchmesser 22Ci der kanten- 
beruhrenUen Kugel so gross wie die Kathete eines gleichscbenk- 
Hg-reehtirinketigen Dreicdo, wvleiies dl« KnlB sar H^^oteoose bat 

2) Bei dem Octaeder ist *»o gross wie die Kante. 

3) Bei dem Ikosaeder ist die Grosse desselben Durchmes- 
sers bestimmt: ^ 

a) aaaiittelbar geaiSas der Fotai 23^|asa,- '^^^^ dacck die 

Diagonale eiaea ragelnilssiMFflnfeeiw, w^bes dIeKaate 
aar Seite hat, d. L daiteik dis Dtagsnala der EdlMsis{ 

0) nach der Form 2K^s=4a(] 4- V5) darcli den Durchmesser 
eines regeknüssigea ZehnecfcS!» «etclkca die lalb»lgapite 
aar Seite ftai 

4) Bei dem Hexaeder ist 2^ = der Diagonale der Grenzfläche. 

5) Der DurdiiMser dier iamtealerfibieadea Engel bei dem 

Dodekaeder ut: 
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a) nach der Form 2Ä6 = a.( - — — ) so gross wie die Dia- 
gonale eines regelmässigen Fünfecks, welches dte Diago* 
nale der Grenzfläche selbst wieder zur Seite hat, d. h. wie 
die Diagonale eines, parallel zu einer Seitenfläche geführ- 
ten Schnittes, welcher durch die nächstliegenden Ecken 
geht; 

ö) nacli der Fm 2X»^^iL^l^.(].|.V6> ao gross wio der 

Durchmesser eines regulären Zehnecks, welches die halbe 
Diagonale der Grenzfläche zur Seite hat, d. h. des in meh- 
reren Lehrhüehern gebrauchten Schnittes, welcher durch 
den Mittelpunkt des Körpers parallel xa einer Seitenfläche 
geführt wird; 

c) oder nach der, für die Construction bequemsten. Form 
J22(fta=a(l-|-^^^^^) 80 gross wie dieSmnme aus der Kante 

. und Diagonale der Chrenzfläche. 
) I • 

An me^k u n'g. Wie leicht die andern beiden Kugelhalbmesser» 
sowie der halbe Neigungswinkel eines regulären Körpers durch 
Construction sieb inden lassen» wenn S bekannt tot» leucbtet von 
selbst ein« 

S. 22. Anwendung ebener Trigonometrie 

auf obige Formeln. 

Es sei Y hattie Ceutriwinkel, a der halbe Polygoowiokel 
der Grenzfläche, hingei^en 8 der halbe Ceutriwinkel der Eckbasis, 
während die übrigen Buchstaben ihre liedeutuug i>ehalteo» so ist: 

» /l 1\ ^ n 

* m \i w// n 

Von der ^renKfl&cbe* ist: 

r=4a.cosec/, 0=ia«ctgy» <2=2.a.8ina=s2a.cos3r 

die Zahl |)'=-^ eoeec ^* 

Von der £cki«sis iai: 

^ SS i<i«eosecd=a.sln «. eoseed.ss a« cosy .eosecö 

•der 

cos— 



^ sm-- 



Nnn folgt weit» 



t 
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VI sin d 



Ii t. - 



■COS^y 



Sin — 
n 



y cos n . cosg + 2) cosg - ^) ! 

'» . .. . ' ■ 

Bekanntlich ist: - , 
]' [ R:^=a:q=is'mö:coay, also auch f:v = 6inö:coBy , 

woher: 



IL ü= 



TT 

:< ? cos — 

cosy 



sin*5 — cos 



^C0S«.C0sg+?)c08g-^) 



.;. / ferner ist: 



w'^=r-'P^= 8in«d-co8^~^~''*'*^ ^ • sin ^5- cos 



also 



cos 



III. to = cotgy. = 

V sin^o — cos ^ 



7C 

cos — 

7C n 
= cotg - 



m 



Nun sind die Durchmesser der drei Kugeln folgende: 
2R=a.f, 2^ = a,v und '2P=a.w. 
" Der Inhalt einer Grenzfläche ist =47110*. cotgy. Daher: 



Iv, 0=cr? — : — ^ a'^.cotg — 



2(» + wi) — 7im 

. a*.cotg— • 



VW »/ 
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tri 

• •. -Wim// '*hi*m»W^~UHi(M>. , 

, 1 q " III II 



"""VI . 1 



G + l) "l V^C08».C0S g + cos g-^) 

AnmerkiineJ Die OrSssen ~ und — f- - erieidan filr 



KSrper mit gleichoftmigen FUtehen und eleichviel- kantigen ptken, 
oaisomehr ' rar reguläre Kßrper (J. 15. folgende Beeehrftn- 
kangen: 



3)) l>'- + '>ä- 

Wegen ©) ist ^(^""JJ" J ^vamet positiv« wegen J)) ist 
— -f*~) ebeofalls immer positiv; dalier 

reell, so lanse naroentlich die zweite Beschränkung statt findet 
da die erste onoedem da sein muss , wenn man fibernaupt nur an 
eiB^FISehen- und Raumbegränzung denkeu will. 

' Die Verhältnisse zniscbeo den Kugeihalbmessern eines eiuzel* 
Pitt Kuipero ergeben nieli in felgänder Webe«.' ». . 

♦ * • • 

» ■ . • 

Pees— • 

em — 

. m. 

II 

n • 

L Vir ^ > y — ^ - 

ein— 
n 

■tri,, P w , n 

Vllls=j='Cotg-.cotg-. 

Bas VerliSltniBs TL gibt zugleich, ein 49}.'- 
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Dm ▼«rhsttniss VII. gibt den Sincui des Winkels ivHscto den 
A)iirehm«wer dtr Eckenkugd und der Kante. 

' Das VerhSltniee VI1L oibt den Sinns der Neigung vom Dnrchme^ 
l|er der Eckenlnigel aar GrenaHfiche. 

Weitere Betrachtungen dürften wohl hier nicht am Orte sein; 
wir überlassen sie datier dem Leser. 



ITelier eiB paar DoppdHnte^ale. 

Ven dem 

Herrn Professor Dr. O. Schlomilch 



an der UnlveriMtät zu Jeaa. 

i 



Unter den bestimmten Integralen, welche die Aufmerksamkeit 
der Analytiker mehrfach in Ansprach genommen haben , betindet 
«ich eine aieraKcfie Reibe eoKbet» dle-mtet de» Können 

stehen, und zwar sind dieselben desswegen von Interesse, weil es 
meletentbeils nicht «o» leicbt lat^ oonveigente ReiÜMi för ihre, Be- 
leehnnng auf» " " 
wenn ich hier 



leehnnng aufzustellen.- Es wiid Mer. niebt ohne Inte r e fl— seta^ 

ich hier ein paar allgemeine Entwickelungen gebe, wclciw 
zeigen, dass sich die meisten jener Integrale aus den einfachsten 
F&Uen qt(a:)sslg ^{x):=ix, nämlich ans den sehr bekannten Fonneb 



f. 



• cos/ur , « 

0 



• sin^ , « k 

jq^««te=js-?* (2) 



ableiten lassen. 

Ich gehe von dem Doppelintegrale aus; 
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«roria aSmintliclie Constanten als wesentlich positive Grössen an- 
gesehen werden und f\t) eine beliebige, aber innerhalb der Gren* 
zeo t=0 bis <=c endliche und continuiriiche Funktion bezeichnet. 
Jh unter diesen Voraussetzungen die Funktion zweier Variablen 

€08 bx ^, ^ 

JpfSs-AOcosart 



innerhalb der IntegrationsgrSnzen ar=0, 2r= oo, t=0, t=:c eben- 
(alls endlich and stetig bleibt, so ist die Umkehrung der Integra- 
ÜMsfolge gestattet und demiuich 

Hui flimielit vaa auf der SteHe • dass sieh Mer die Formei 
(1) aawenden lässt, sobald man das Cosinusprodukt In eine Cosl- 
nnssurarae serlegt hat, aber man darf zugleich nicht übersehen» 

dass j<>ne Formel ein wesentlich positives k voraussetzt, und diess 
nötbigt uns zu einer Unterscheidung. Ist nümlich erstlich S c, 
80 ist such 6 > ^ wegeu der integrationt»griiuzeu für t, und uiilbia 
dfrfen wir 

OOS &r cos t;r=icos(6 -f t)x-f icos(i^ — 

setzen, wo und b — i zugleich positiv sind. Man bekommt 
dm oBter Benutzung der Formel (1) für 6 -f- 1 und f : 

d. i. durch Vergleichung de« ersten und letzten Werthes von S, 
fiir 6>^: 



09 



Ist zwekens 6<c (aber natflrlich >0), ea lerlege man das 
von 0 bis c gehende Integral in zwei andere, welclie nieli ven 0 
bis 6 und von 6 his c erstrecken ; e« wird dann 

I/o t/ 0 



• C osta? cos ftjg 



ist im ersten Doppelintegrale wegen der lotegrationsgriUizen 
V md 6, iwisdien denen | liegt, 6>f «nd mMSn 
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im zweiten Doppetintep^ale da^^eg^en Ist zufolge der Integrations- 
gränzen 6 und c jederzeit c>^>6, und mitnin mu8S man hier, 
wo / > 6 ist, 

* ' • ' • 

cos ix cos bx = i cos {t + b)x + 4 cos {t — b)x 

^ 

setzen. Wendet man jetzt die Formel (l) an, so ergiebt sich auf 
der Stelle 

und wenn man berücksichtigt, dass 
ist, so kann man hieraus die Form 

■ - • . * 

ableiten. Zerlegt man noch das dritte Integral \ti 

und vergleicht darauf die erste und letzte Form ton S, so gelangt 
man zu dem Theoreme: 

för 6<c: - , 

fo ^^^y^vwcos^«./« 

Bievor wir Beispiele zu diesem nicht unwichtigen Satze gebei^l 
wollen wir erst ein Correlat dazu aufstellen. i 

Dasselbe ergiebt sich leicht, wenn man auf das Doppeliotegraf 
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/** sin 6a: 

^Uü i*?^?^ y© CT) 

ginz die vorigen Transformationen asweadet; der Uoteracbied be- 
steht nur darin, dass man daa in 

voriiommende Sinusprodukt in eine Cosinusdifferenz zerlegt, statt 
diw froher eine Cosinussumme vorkam. AIad findet so ohne 
SdbwieiigMt 

für 6 > c : 



ferner 



üBr 6>e: 

• Als entes BcMfid iMMitieii vir ^ Mb«fitali«i /(9s=:| ia 
d» FMwb (8> ml (9); es w&d daoa 
für 6>c: 

Setst man links j:I=t« so geht das nach i genoninieoe int^gnd m 
we ^ dem iBlriiiaiiiiiii lirifiih«ft Nimmt msi 



las — ' » in sHMites 1= - , ee 



TMU 



17a 

dm /*• du 

und mittoUt dieser TraosfonpatioDep haJbea wir Jetzt 

• 's* 

6>c. 

, Di« Formel (t) djigegen gi«bt ftle Werft desselbeii' Integfalee 

Im Äüie 6<c: • 



a 

4« tf 



Hier gebt die erste letegreldifferefis ^ i~- aller In 
t/o t/e 

Die ivreite Differeius Tenraadelt sich, «renn man im ersten Inte- 

grale ' — zweiten — ^ setzt, wie folgt: 

t/o J -ab U J ^(AU 

und vermöge dieser Transformationen wird Jetast. 
fär6<c: 
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Geht man noch zur Qttm» iüt .mamMiffh wiMrfitmde «.ober 
ttod erinnert sich« das« 

Lim $i {cx) == iSi (oo } ^ » 

Liiiilt(e-~)=ft(0)=O . 

ist, so gelaTii^t man zu der «ehoD bekannten« för jedes |K)sitive a 
imd 6 geltenden Formel: 



• • > 



Ein zweites benierkenswerthes ßebpiei liefert die Annahme 
c=QO, f{t)^t^-^, wobei die Formel 

in Anwendung gebracht werden kann. Die Formel (6) giebt jetzt 

/*• cos 6a? dx 

fitMlduMD wtr imii wie Ibigft: 

so folgt für fc=iit, A=a6: 

y'**' - 1 

0 ..{.;•'* '.I,; 

Qul 80 erhalten wir jetit ohne Schwierigkeit 

vro man nan and loicbt u> oeoFefgirende Reihen verwmii- 
d«bi iuinn. 

12* 
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Die Formel (9) glebt in ähnlicher Weise 

Von besonderem Interesse ist der Fall fA = i, uo r(ft) = V « 
wird; man hat dann 

y"** cos 6a: da: n e+^^-t-e"""* _ . 

^ ^ 4aVa ^ ^ 4aV « 

i/*^ sin 6a: tla: n e^'^ — e -^ ... 

Setzt man a^, (2 ffl|. a, b, x, u, so erhält man hier- 

aus noch 

ia^Sfl Jo 4ö3V^2 t/o 

4a8\^2 Jo 4a3\^2 J o 

Bemerkenswerth ist hier noch, dass die Differenz beider Inte- 
grale eine algebraische Grösse (im Sinne Abel's) darstellt. 





Vnteraachiuigreii über die XlieoreBie 

Von dem 

Herrn Doctor F. Arndt, . 



Es ist bekan nt, wie man durch die Theorie der iniaginären 

Form o (cos qp + V— -1 sin qp) zur Kenntnis» der sämnitlicbeu imaet- 
' nSren Wurzeln der Gleichung a:"-f 1—0 '^der :r" — 1=0, und oa- 
durch zur Zerlegung der Functionen :r" -f 1 > .r" — 1 in Factoren 
ersten Grade« gelangt. Werden je zwei conjugirte imaginäre Facto* 
teil dnrcb MaltiDlicatioii su einem reellen raelor zweiten Grades 
vereinigt, so erhält man eine Dmtellliiig Jener FoDctionen durch 
ein Product aus reellen Factören des ersten und zweiten Grades. 
Diese Herleitung des Cotesischen Theorems ist zwar höchst ein- 
fach, aber, da sie auf imaginären Betrachtungen beruht* nichts 
weniger als el^<;ntar, weshalb eine ilerleitung ohne llülfc des 
InaginSren diesen Gegenstand dem AnflInger'Tlefleiclit xugäng- 
licher machen dürfUe; denn wenn e^ ihm M^h keltte Schwierig- 
keit macht, mit imaginären Formen zu rechnen, so versteht er da- 
mit doch noch nicht die Bedeutung derselben, wie \\ir überhaupt 
eine lichtvolle Theori«? über das W^esen des Imaginären wohl noch 
zu erwarten haben. Die Darstelluu^ämethode , welche ich aut den 
CoMseben Sats anwende, wird sieh anch anf den Moirreeefaen 
Satz aasdehnen lassen; ' eine HerleltuDg des letztem ohne Hülfe 
des Imaginären ist übrigens von Göpel im VI. Bande 'des 
Ardiivs Seite 102. IT. bekannt gemacht 

■ §. 1. 

« Zerlegung der Function X^^-^h 

Es sei ^* — ax-i-ß ein trinomischer Divisor der Function 
der eich oiclit In efatfindie ' refelle factoren aerlegeu läset; 
dann vtua, wie ans der jGleiehung d^*--far-|-/Is=(«^}«t)C-<}c^-^ 



I 
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hervorgeht, ß noMw und sugielek itfi<^p «elD. Dm « und p in 
bestiiiuoeD, ame man 



molfiplicire zu beiden Seifen mit dem Nnmar Hoher Hand , »ydoe 
rechter Hand nach absteigenden Poff nzen von x und identiticire 
beide Seiten- der Gleichung; dann erhält mao folgende Relationen: 



• • • 



1= ßA 



Der Coeflicient ^ iässt eich sogleich bestimmen, wenn man a 
zwischen je zwei auf einander folgenden Relatiooeu eliminirt Es 
kommt nämlich: 

Ai^-A^ ^ß, • • 

• • • • • ^ • • 

A^n^--A^Am^^ß^-\ 

In Folge der letzten Gleichung muss /5 = 1 sein, wenn n un- 
gerade; wenn ii aber gerade, so kann es zwar sowohl ==1 als 
sein, indessen hat man auch hier ß = l zu nehmen« da es 
naeh den Obigen posfthr ist. Es ist also ß^l,' fo%lfdh wegen 
der Gldcluing ßAm-^=^l auch Am ^asl. Eumhiht aao nun)} und 
i(«s deo obigen Gleichongent so erh&it man 



AiSSia, 
A^ssuAi—l, 

C2).' 

4»-» = «4.-« — ^n-» . 



. nirtlmwl vm aus diesen Qf»l«|iiii|em iMarSiti jU^^ 
ele.» 80 erhält man leicht 

-^«-a^^-^l* » u. s. w,', 
uod in der Reihe 



sind folglich je zwei von den Enden gleichweit abstehende Cocflio 
deuten einander gleich* Auch liegt dies gans In der Natur der 

Sache; denn wenn man in (1) .t=- setxt, so findet man 

uod die Vergleichung dieser Helation mit (1) führt unmittelbar zu 
der im Vorhergehenden angezeigten Gleichheit der Coefficienten. 

Die unmittelbare Bestimmung der Grössen Ai, A^i, A^, .... A„-^, 
a aus den Relationen (2) durch gewöhnliche Substitution lülut uns 
jedenfalls zu einer büherii Gleichung; es lassen sich aber inde- 
pendente AnsdrQcke für dieselben finden, wenn man er =2 cos 
setzt, was jedeofalis erlaubt ist, da nach dem Verhergehenden 
ia^<l, folflich ct'<4» und der absolute Werth von a kleiner als 
2 ist 

Die Benutzung der b^nanteil Fennel 

sin (it -f 1)9 = 2 cos 9> siu nq> — sin (n — 1)9 
jiebt nach «id nach 

At =. 2 cos w — ; > 

^ ^ suig» 

. 2 cos y f In Sy^rfa y sin 3y 

* siny siny' 

j . 2cosg)sin3qp — sin2y ^i'^^ 

. sin 9 sing) ' 



(3) 



^ 8in(M— 2)9 

8hi9 ' 
, 8m(fi — 1)9 

siny 

' ins den beiden letzten Gleichungen ergfebt sich der WnM 
nMidi 

(4) 9=r— 
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WO k eine absolute ganze Zahl bedeutet. Die Rechfiüng giebt 

2A: + 1 

übrigens tpzrz^— jr, indessen hat das Vorzeichen auf cos 9 

keinen Einfluss, weshalb es wegE^elassen werden darf. Somit 
wissen wir jetzt, dass die trinomische Form 

(5) x2-2a:co8 — ^— 7t + l 

ein Divisor der Function x^^\ ist, und kennen zugleich die dem 

Quotienten WUIÄ gleiche ganze Function von x, 

— '2:r cos tt + 1 

n 

wobei noch zu bemerken, dass der Zähler in dem Ausdrucke von 
Ap—i, nämlich s,'mp(p — s\Q- p'jz am zweckmässigsten auf die 

einfachste Form gebracht wird. Um dies zu bewerkstelligen, sei 
O der bei der gewöhnlichen Division mit n in (2ä -|- V)p bleibende 
Rest, so dass ^k-{-\)p=iqn-\-d- und -^^n,* dann wird 

sm pn; = sm (^TT +—)=(- 1)? sm 

ffl — , ^ 

Sollte '9'> sein, so kann man auch s»in statt sin 

nehmen, wo dann n—Q"^\n ist. 

Aus dem Ausdnick (5), in welchem k eine beliebige absolute 
ganze Zahl ist, sieht man, dass es mehrere verschiedene trino- 
mische Divisoren von ^r» + 1 giebt. Diese sämmtlichen Divisorei 
sind, wie leicht erhellet, 

a:«— 2ar cos - + 1 , _ 2a: cos ^ + 1 , .... - Ix cos 1 
n n n 

für ein gerades n, und 

- 2:i: cos - + 1 , ar^ - 2:c cos — + 1 , . . .. - 2 cos ^^^-f 1 

m 

für ein ungerades n, die Anzahl derselben also im ersten i-^'aUe 
gleich ^, im andern gleich ^ 

Demnächst ist nun die Zerlegung von x^-{-l in Factorenleicht 
zu bewerkstelligen, wenn man nur tolgenden Satz von den rnizen 
Functionen berücksichtigt: „Wenn, indem Z, Z' ^ N ganze runc- 

tionen mit reellen Coefficienten bedeuten , die Bruchforra -j^ eine 
ganze Function ist, und iV und Z eine Constante zum giissten 
gemeinen Maasse haben, so nmss eine ganze Function sein." 
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UiMrflMi, dessen BmUUkUtrAiigtheB'My Mit A»^ 

Mf du» Obige. 



7t 

Zntnt sei X9f^:i^^l^{aß^^tos - 4- 1)^], wo eine 
ganze Function vom (n — 2)ten Grade ist; nun ist das Product 
ncker Huid dbndi j^— 2a?eiMi^-f 1 tMUiar, folgBeh JTt dncdi 

diesen Factor theilbar. Man kann also i2a;coa-— -|-1)2^ 



..und erhält dadnich 



•i'. 



7C 3« ' * 



SiTcos- +l)(a^^2apcos— -hl}2^. 

wo ^ eine ganie Faoettoe vom («— d)ten Gfodo ist Oteee Zer- 
legung iässt sicli fiir ein gerades it offenbar so weit fortaetaeiL 

bieder letzte Factor eine Constante wird, und diese muss =1 
sein, da das höchste Glied in X die Einheit zum Coefficienten 
hat Ist n ungerade, so setzt man die Zerlegung fort, bis man 
laf ^0 ganze Function des ersten Grades komint« von der Form 
x-f-w, nikl aeigt dann leicht, daas x-\-m=.x\'\ sein mnee. D»- 
her hat man - 

a*f 2ar coe^ H- 1) (««-2« coa ^-H-lMa;^2a:co8 ^""J 1 1) 

II • II M 

für ein gerades n, und 

aHl=(ar+1)(«*-2«eos - +l)(a:«-aa?coa^ + 1) .... 



iür ein angerades n. 



(j:*^ iu; cos + 1) 

II 



• 

Zerlegung der Fnnction X^^rr^V 
Blan «etae, um die roeU^o IKviaoren swetten.Giadee sftfinden, 

und bilde daraus die Gleichungen : 



B^n-2 = S^-'', 



, folglich, da ö positiv ist, ferner, weireii der Reiatioo 



2) 



=yÄi-4 — Bm 

-i ^rB^^B^, 

BMthDiiit mao rückwärts Zfn-g, 

und iu der lieihe 

Bi^ B^9 B^f»»Bn-^9 Bn^f Bm^ 

ist folglich' die Samme von je zwei von den finden ^eicb weit 
iilistehenden Gliedern gleich Null. Dies erhellet übrigens niwh 
leicht dadurch, dass man die Giekhiuig f) dorch die SubstitatioD 

^= - traniifMruili't» 
ff 

Setzt man nun y=2oo8^, was erianbt l«t^ so erhllt man, wie 
in {• 1.» nach und nach 

o sin'2t/> 

Mit = -» T- » 

' Sin ^ 

8in3i/; 



sin^ ' 
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m ^in imiioa IoMni CStekknigm 

HO A' eine absolute ganze Zabl irilt Ausschluss der Null bedaitet» 
Ol« frinrwatonlwa Divimea Ttn o^-^l» welclie in der Fgrai 

II 

bcgrifen eiod» werden also sein 

«•-?«ttis^+l. ^'-Sfcrees^+l,..o»«--2a?cosÖ!=!)f^.i 
fireiBHPgeTafles n« imd 

in (n— 

Ä- — 2a;coö — +1, a;^ — ^ cos + — 2a:cos — ir^+i 

Ii . ' . • I» • 

für ein gerades ». • 

Beachtet man nun , dass im ersten Falle die binomische Form 
x — \, im andern die beiden binomischen Formen 1^ a:-\r\ 
Dhrboren too ^r*— 1 sind, se wird man leicht folgende SBerlegune 

4*- l=(a;-l)(A!«-i«coe^ ~ ^ees ^-f 1)-- 

Ibr eie o n g e rnd e« HS «nd 

s>-^lss(ar- 1) {x + 1) (;cS^2jreos v + ') 2arco«-''+l).^ 

n . n 



ein gerados n» 



Setzt man in den Gleichnneen (1) und 1) för die darin vor- 
kommenden Grössen ihre Wortne, so erhält man zwei Formeln, 
welche in einer bekannten Formel aU seecielle Fälle enthslteo 
M. IMewiFeiiMi Ist mtaiHeli folgende e 

sin 4^ -f Mln^+^sin3» ....-|-d^sln(ii-l)^ 

siri'^ — .r" ""'sin ?n7 f jr"s!nt>t— 



im 

DteMlbe gebt nach elfifadm fMadtUmea In (l)r»bM ^ Mtül* 

jenacbdeni man ^=:^^il— , oder d = ^^ setzt. Die vorher- 
gehende allgemeine (ileichunt^ , deren Herleitung ohne Hülfe des 
louguiäreA aber wobl nicbt gauz einfach sein dürfte , kann also 

ebeofiillB aom Rachwais dioieii» da» ji*— SceM^^^^^-f«!^ 
2» CO« -—-1-1 rMp. l>ivMor«i von 4^+1, 1 



S. 4. 

Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich die Lüaang folgender 

Aulgabe : 

Man soll in dem aligemeinen Ausdrucke der triBomri* 

schüo I* ac tu rcn 

«KP+1 «der yaf-|-l 

von a:"-f 1 oder — 1 die sämmtlichen Werthe vonaod^r 
]f durch eiue Gleichung dart^teiicu. ' • 

la Bmg auf die Function a^-^l mum dies» Gleicliiing tobi 

^"^ten oder vom — ^ten Grade sein, jenachdem n gerade 
oder ungerade; in Bezug auf die Function aber wird aie 

▼om ^~2~^^^'' oderTom Grade «dn, jenaebdem n 

gerade oder ungerade ist. 

Bestimmt man mittelst der lielafionen (2) die CoefQcienten 
Ai, A^. A^,..., durch gewöhnliche Substitution, so findet man 



a. 8. w« 

Der Gang der Eiitwickehing zeigt, dass bei diesen Werthen 
die Vorzeichen der Glieder abwechseln, und die. Exponenten von 
a stets um 2 abuebmeo ; der Geübte wird ferner augh d«^ Gesetz 
entdeeken^ welches die MMriftdwo. Ceelftqieot«i..d#r-GIMec k9n 
folgen. Bs ist ntalieh allgemein 

die Mlie es wett fof^;esetat» Us sie yoB mSht^ «l^iieht Die 
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Bidftekeit dieser Gleichung km a posteriori dofch die Bemoul- 
ilMfoSdiluMweiM dargetmm werden. Fär a=2co89».war alm 

nach der obigen Entvvicl^eluDg = ^^^^•^ > folglicli k^t ina?i 
die Gieichoug 

wo a = 2cos9> 

Diese Gleicbmiff, nacb weicher die Fanction linker Hand nach 

den Potenzen von 2 cos 9 entwickelt wird,* ist bekannt. Man ge- 
langt sa eben dieser Gleichung» wenn man von den Relationen 2) 

n — 2 

ausgeht und dann y=2co8^ setzt. Fdr — wo n geradem 
wird nun in [2] sin(;>4-l)^=:sifl^9', und dieser Aasdmcii' Ter- 

schwindet fÄr «=: — , —,....65 — ^ weshalb die sSmmtlicben 

^ n 71 n ' 

Werthe von a in dem triuomiscbeo Factor a;'^ — ax {-l von a,^ — 1 

durch folgende Gleichung yom (j"^^^^^ Grade dargestellt 
werden: 

wo n eine gerade Zahl ist. 

Ffir 7i=rl0 z. B. ist diese Gleichung — 3«*+ 1 = 0, und 
ihre AVurzeln sind 2co8i7r, 2cos|7r, 2co8»7S, 2cos|9E. Die Auf- 
lusung der biquadratischen Gleichung giebt 

«=±VÖ±iV6), 

und feiglich 

2co«l«=5 V(i-f iV5)« eo8iff=: 
2cosis=: Vft— «yö), ewl^t^ 0,309; 

2cos^7r=-V(fJ-H'5), cos|7t=-0,309; 
2cosi3p=— v(ä + 4V5), cos|3t=~0,8Q9. 

tim die Gleichttog zu finden, deren Wurzeln die Wertlie von 
m Irf dem der Function a^i-l zugehörigen Ausdrucke filr ein gera- 
des n sind, beachte man , dass Ap — Ap-^ = ^'"(P^'^^^^'^Cp — 

=2 cos pq>, folglich, fär Ap, Ap^ ihre Werthe aus [ij gesetzt, 
wie man leicht findet, 

[4] 2cos|i^Ä«f-pai'-«+i/?(;j— 3)i(ifi^— 4)a«>--«-^^;.. ' 
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. Für = wo n gerade^ wird coap<p=cos^y, und cljoteF^DO- 

tion verschwindet für 9 = ^1 §5 , .... (^^liS. folglich hat die 
Gleichung 

pq- J - i J-^ + ? . ^' (1-3), -^ 



die Wurzehi 



I < 



3co«-, 2 cos—, 2cos-jj-».k..2cos— Tjj — 



fiir ein gerades n. 

Es sei z. B. ii = 10. Die Gleichung ist o» — 6«« + 6« = 0, 
oder a(i^— öir^-|-5)=ü, und ihre Wurzeln sind: 

2cosAj^=:-rV(5+iVÖ). , ^ 
Ist ferner n uni^eTade» 'so ist nadi dem Obigen ila,t=4»^i» 

die Gleichong 4^—iw-ft=0 Xird nach [ij voni Y-^ )** 

Grade, und sie wird daher alle Werthe von a in dem der Func- 
tloo «s^l ^zogehöreoden. trinomiscben Factor enthalte^, lu der 

siii-^9»-Äln-5-^ cos^ 
That wird Jü-i— 4i-« = ==::r~T — »undÄe- 

scr Ausdruclr verschwindet fÖr g>=r- > ~ » ^ — ZT^* DinWar- 
zeln der Glei(^|iuag < • . 



sind folglich • . 



TT a 3» « 5;i „ (»—2)» 
2cos~, 2cos-r-# 2cos— -»....2cos ■ ■ > ■ y r 



wenn n «Ag.erado. 
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•Für .n ^ 6 z. B. ist die Gleichung cfl — a ^- 1 =: 0, und ihre 



2cosi;r = J+;v5, 

Diese Auedrilcke eignen eioli übrigens am besten ^zur geo- 
■etriflcheii Eitttheilung des Kreismnfiuigs In 10 gleiche Theiie. 

Fflr « = 7 ist «5 — - 2c + 1 = 0, und die Wurzeln sind 
2am\n, Scos'tc, Scosf«. 

Endlich ist für die Function a;^ — 1 nach dem Obigen 

Sin —5- <p + sin -"a^V 
Bn^^B^=0; femer ß^^t+^n-a ^"HSS ^ 



md die Gleiclrang 



ktl folgdcii die Winzeln 

wenn n angerade. 

Z. B. iiir n=5 kommt die Gleichung a^^a — 1=9» deren 
Wurzeln 

2co8|»=— i+4V5, 
2cMif9=s — iV6. 

Ueber den Moivreschen Satz. 

MolTre hat den Cotesischen LebrsaU auf die dreitheilige 

Function a:^ — ^pa^-^g erweitert (s. Misceilanea Anaiytica. 
p. 22. 23. )• Für ai^=y geht diese Function über in die folgende 
y^-^^py^ff=^{y — ;?)^ — {p^ — y), welche, wenn q negativ, oder 
wenn rj positiv und zugleich p^*> q ist, sich in die reellen ein- 
fachen Factoren y~p-\-V — 7, y — p—Sfp'^^q zerlegt. Ist 
also — q eine positive Grösse, so hat die Function x'^^^zpaf*-{-q 
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' wdehe nach dem Torhergehenden leicht in reelle biBMiiM» läo 
trinomiBclie Factoreo zet 1^ .werden. 

Wenn nun aber q posifiv« J9*<9» fibo Vj**— haaglnSi* «o 

fl^l ^rs^säz, also 

, . 2« 

man setze ferner -y-^^c^sg, was wegen /?^<y stets erlaubt ist, 

80 kommt ar*"— 2«a;»+9=jf(a«» — 2ooe^+l), «nd wir haben 
uns aUo mit der Function 

\ Ii' • • 

t 

an beschäftigen« 

Es sei sfl^ttx^-ß ein trinomiseber Divisor der Functiott* no 
dass ß positiv nnd lfr</) ist« nnd man setze 

* Man erhält hier folgende Kelationeo ^wisfShen deoAunbestimmteo 
CoelÄcienten : ' '\\' • " \ * 

Ai =«f . 'i. *• • * - . 



•f ** • 



.1 



1 1 



AuH =«^« — ßAn-i, 



Nun lässt sich zunächst der Werth von ß dadurch iuiden , daM 
man, die Relationen von Unten nach Onen bin benvtsend» ^ 
6r0ssfln Av^.^^^*^^ iliiH-4fM.iiice«ssiv bestimmt Bs fconipt 
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1 
ß 



^ 




5=^, od« il»-i(p»-l)=0. 



folgtich ]:=0, daW, weH /3 posilir Ist, /9=:1; Wegen 
GleicW^ ist daher aocft ils»^=l. ERaMit MB jMt 

t$ 'itn-t warn dn «bigOD GUrffhinigen, so eribitt mb 



/ \ — 2 cos ffx"4-l 



^1 =«# 
• • • • • 



0=«.l— 



kam Ai=:A^»-t, A^==Atm » m'^^i d. h. os siad Ib dorRsihe 



Siwei von deo Euden gleich weit abstebeqde Glieder einaodergleich. 
i difso CoelBcioBtaiy so wio a SB bosttmoieB» selM wk «=Seos9; 
dttw eriudtoB wir ment wio M den CotasisdiOB IiobnalBo: 

sin 2y 

. 8in3y 



TheU XI. 



•odana 



sin (n + 1) Qp ti 



j ^ sin'^O) ^ »in ft()t> 



1-. ! 



Die letzte Gieiduiuf reduf^rt. sjch aui 

(/*) COSHg)— CO8<7=0, 

und da in Folge dieser Gletchnug aiidi die vorletzte der Glei- 
cbimi^en (e) erfüllt wird, nie man leicht lindet, so kann 9 aus (/*) 
bestimmt werden, und es ioigt daraus, daäi> 



• • " 

;y2n_-2cos«(pa:"4-l f 



stets eine ganze Function ist\ Auch hat man für die letztere lol- 
genden Ausdruck: ' ' " 

.; im0. WHp . '."I 

LOftt mao jetzt dU Uleicluiag. liL iSM». k^ulunt 

folglict) sind sämmtliche trinomlsche Divisoren der Function 
^2n — 2cos^;i;"-t-l in dem Awdnicke 

«nflialCeii« Es Ist Torstelife^t! nachgcwiesefi , dass An = An-^ 
A»\t^Äm-^9 u. 8. w,, and in der That (indet man leicht, daas 

die Aasdrücke (d) bei der äknnlime cp == ^^^9 . Jer Reihe vadi 

1 ji 
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n ^ 

wo der a i t tfcw Qaoflenty imcT 

^ sin 89 
^ sing) 



«119 sin 9' 



Die sämmtlicheii Divisoreo sind (k^zO, i, 2,r... genetzt) für 
•n ODgerades n: 

f» 



I 



flr eb gerades «: 

« 

13* 



Aehnlicb wie bei dem Cotesischen »Satze zeigt man nun ieicb^ 
dass in dem einen oder andern Falle die Function aJ^"-~2»»C08y-f'l 
dem Producte sämmtlicher Divisoren gleich ist. 

■ « 



XX. 

Heber die allgemeine Bremilinie deis 

Kreises. 

Von 

dem Herausgeber. 



§. 1. 

Die Gleichung der Brennlinie des Kreises für den Fall der 
gewöhnlichen Zuriickwerfun», wenn nfimlich der KiTifallswinlcel 
und der Reflexionswinkel elnnnder i^leiclj <;<'setzt werden, zwischen 
rechtwinkligen Coonlinaten, ist bekanntlich zuerst von Thomas 
de St. Lanrent ^efundetf worden. Dagegen ist e« büi j.^^^ 
nicht möglich gewesen, die Gleichung der l^rcnnlinie des Kreises 
fOr den Fall der Brechung, oder vielmehr die Gleichung der all- 
penieinen ßrennliiiic des Kreises , \\ enfi man nämlich auf bekannte 
Weise das Gesetz der Zun'ickwei fnnf; und das Gesetz der Brechiirisr 
auf einen diese beiden Gesetze unilassenden allgemeinen .A.uä- 
drnek bringt, zwischeffi recJctwiokligen Coordinaten, zQ finden; 
nur einige besondere Fälle dieses aUgemeioen P^Us hat Thomas 
de St. Laurent erledigt, worüber man, so wie über die Theorie 
der BrennlinioM und Brennflnchen überhaupt, u. A. den Artikel 
Ca US tische Flächen und Linien. 30 fl". in meinen Supple- 
menten zu dem Mathematischen Würterbuche nachsehen 
kann. Meine meiurfacban Untersucbmigen ijfber diesen wichtigen 
und interessanten Gegenstand haben mieli zp der Ueberzeuguiig 
efuhrt, dass, wenn man auch dazu gelangen sollte, die Gleichung 
er allgemeinen Brennlinie des Kreises zwischen rechtwinkligen 
Coordinaten in völlig entwickelter Form darziistellen , dieselbe doch 
so complicirt auslallen würde, dass ein wirklicher Gebrauch von 
derselben bei der Constmctton der alkemeinen Brennlinie des 
Kreises oder bei der Entwickelung der Eigenscliartcn dieser Cnvre 
m macben nicbt leicbt mOglicb sein mOchlef wobei man agnch 



% 
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bemerken kann, dass «eboii die Gleichung der Brennlinle des 
Kindes im Falle der gewdbnUchea ZipvfickwerCung zwischen recht' 

wiokligen Coordinaten bis zum sechsten Grade steigt, wie man 
sich ebenfalls aus dem angeführten Artikel des Mathematiscljen 
Wörterbuchs (18.) überzeugen kann, wenn sich auch diese lilei- ^ 
cbuog immer noch in ziemlich einfacher und eleganter Form dar- 
«teUen Ifiest Ich bebe daher veraucbt» bei der attgemeipeo Brena- 
linie des Kreises, deren Kenntnise io vielen BezidiaDgen von 
Wichtigkeit ist, ein Mittel in Anvrendung zu bringen, welches 
schon bei vielen anderen Curven, z. ii. bei den CycloidcTi und 
Epicycloiden , mit grossem Vortheil aim<?\vaii(lt ^^orden ist, sodass 
man nämlich die INatur der Curve nicht bloss durch eine, sondern 
riefanebr durch zwei Gleichungen ausdriickt, und bin dadurch zu 
Reeeltoten gelangt, welche ich der MIttbeilung nicht unwerfih 
halte, weil dieselben namentlich eine gar keinen analytischen 
Schwieriekeiten unterliegende, ganz unzweideutige Berechnung der 
rechtwinkligen Coordinaten der Funkte der all<;emeinen Breniilinie 
des Kreises, und dadurch also auch eine leichte Constructioo dcr- 
8elbeo gestatten, so wie ich auch überhaupt der Meinung bin, 
tos die Gteichnngen, welche, ich Im Folgenaen entwickeln werde, 
die meiste Bequemlicbkeit darbieten, wenn man der allgemeinen 
ßrennlinie des Kreises zu irgend einem praktischen Zwecke bedarf. 
Dass sich aber die zwei in Ivede stehenden Gleichungen der all- 
gemeinen Brennlinie des Kreises auch zur Entwickelung der Eigen- 
schaften dieser Curve auf ganz ähnliche Art anwenden lassen, wie 
man z. B. die Eigenschaiten der Cycioide aus deren beiden bekann- 
ten Gleicboneen abzuleiten pflegt, yerstehtsich von eelbst, welches 
jedoch eine Untersuchung ist, die ich , um die vorliegende Abhand- 
lung fi'iiv jetzt nicht zu sehr auszudehnen, späteren besondern 
Aufsätzen vorbehalte, indem, wie gesagt, meine Absicht für jetzt 
nur darauf gerichtet ist, die hpiden, die Natur der allgemeinen 
Brennlinie des Kreises ausdrückenden (ib'ichungen zu gewinnen. 
Sollten auf diese beiden Gleichungen gegründete Untersacbunsen 
über die BerfIhreDden, fiber den Jurfimmungskreis, über die £vo- 
lution, über Quadratur, Rectification u. s. w. der allgemeinen 
Brenuiinie des Kreises von anderen Mathematikern mir mitgetbeilt 
werden, bevor meine eigenen Untersuchungen über alle diese Ge- 
genstände geschlossen sind, so wüfde ich fiir diese Mittheilungtui 
rnfiht bloss sehr dankbar seiu, sondern dieselbeu auch, ohne alle 
Iw^eicbt auf meine eignen Arbeiten.« s^hr gern und sogleich in 
Ml Archive abdmcfcen lassen. - ^ 

L Den Mittelpunkt des mgebenen Kreises wollen wir als Anfans 
mes rechtwinkligen Cooräinatensystems der a:if annehmen, und 
dkl Coordinaten des die auf den gegebenen Kreis fallenden Strah- 
Üm aussendenden strahlenden Punictes in diesem Systeme durch 
p, f/ bezeichnen. Oer Halbmesser des gegebenen Kreises, indem 
man denselben als positiv oder als negativ betrachtet, jenachdem 
die von dem strahlenden Punkte auf den Kreis fallenden Strahlen 
i^bsseu concave oder convexe Seite treffen» sei H. Dorch den 
mMmii)iTn Punkt (pq) denke man sich ein dem primitiven 
ß^tian der paralleles Coordinatensystem gelegt» and beieicbne 
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den von einem -beliebigen, von dem fHmkte (;^) ausgeh en ifli 
Strahle mit dem positiven TheiJe der ersten Axe dieses Systems 
eingeschlossenen NVinkel, indem man denselben von dem positiven 
Theile det ersten Axe des in Rede stehenden iS^'stems an durch 
dessen Coordinatenwinkel hindurch von 0 bis 300^ zählt, durch 9. 
Das Im Tätltf der Reflexion alfi positiv, im F«ile>d«r RelrMttM 
ftls. negativ betrachtete reciprok« AbtenkongsrerhSttfiis^ sei fi, iftd 
dessen absoltiter oder numerischer Werth \5 erde dtnrch (a) bezeicbtiet 
Ferner seien pi , r/i die Coordinaten des Einrallspunktes des von 
dem Punkte (pfjf) ansr^egaiigenen Strahls auf dem gegebesen 
Kreise in dem Systeme der crt/; und denkt man sieh nun durch 
den Punkt (pi(/i) ein dem Systeme der ajj paralleles Coordinaten- 
svstem gelegt, SO soH der Wiiikel, wefcben der ale tmi dem 
Pttokte (pif^i) ausgehend gedachte abgelenkte Strahl mit dem po- 
sitiven Theile der ersten Axe dieses Systems elnschliesst, Inden 
man denselben von dem positiven Theile der ersten Axe des Id 
Rede stellenden Systems an durch dessen Coordinatenwinkei Iii** 
durch von 0 bis zahlt, durch <pi bezeichnet werden. 

Dies vorausgesetzt, haben wir nun nach den in meinen Opti- 
schen Untersuchungen. Theil II. Leipzig. 1847. S. 12. 
für die Ablenkung- bei dein Kreise entwickelten Formeln zur 
Besttnunung der GrGssen pi, qi, (pi die folgenden Formeln : 

JL 

Pi^p -f (Ä-f üfcos 0) cos 9, 
^1 =: ^ :|- (J? 12 cos 6) sin 9; ' 

« CO« 9 - cos + ©) (cos ö + i V 1— fi^sinÖ*), 
" Jj^ptsrsln^ ^sin(9 + d)(eos.e + ^ V \^^mt,^% 

bei denen man zu beachten hat, dass A\ L Hülfsgrössen sind, 
ond dass der absolute Werth des Winkels welcher positiv and 
n^atiy sein kann, nie grSsser als 90^ zn nelimen ii^ 

Lassen wir aber den Winkel 9) in 9' übergehen, so mögen 
die Grössen Ä", L, 0, py, (u, cpi respertive in K* , L', S' , 

a* , (Pi übergehen, und wir erhalten nach dem Vorhergehenden 
e folgenden Gleichungen: 



1) 



*) Man kann dieie Formehi aucli <d)ne Schwierigkeit noa den Itt 
meiner Abhandlung Archiv. Theil tV. Nr. XX. entwickelten allgemd 
nen Formeln ableiten, worauf daher den Leser hier der Körse W^M 
SU verweisen erlaubt seih mag. 



• t 
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p sin -f ^rcos 9' ; 



+ (Ä' + ÄC08 0') COS 9', 

JMe Gleicbungeo dec gcmden Linieo^ in denen die den Win- 
kele 9> und (p* entsprecheDden abgelenkten Strahlen lU^en, sind» 
wie flvf der Stelle erhellet: 



4j I ^-pt ^(.sf— <yi;wiPi> 



Bestlmnit man aus diesen GMdniBgen j;, y als viAielcfiftet« 
Grfiuen, so sind belcanntüdi ar, v 'die Coordinaten des Durch- 

»chnittsponkt^ der beulen geraden Linien, in denen die den Win- 
keln fp nnd <p* entsprechenden abgelenkten Strahlen Hegen. Axiß 
3) und 4) erhält man aber durch Subtractioo 

; — 9i ^ * (UMg^i. - taug l^(Px taDg q>i —/»i ' Uug 91 'h 
Pi'-Pi — €otg^'>.^(^ cot 9i — ^' cet^i') ; 

also 

(pi* — pi) siD 9)1 sin q)i' -|- cos (pi sin qpi' — cr^' sio q>i cos qpj ') 

• • . : • fc • 

• • • • " ••• • / i\. 

. . . .. =-^sm(yj.-9/); 

•» Ii. • • t « 



».. .| X _ 

I • < 



8. 3. 

Man denke eich min, deee um ledere, eed deee 

dedmch die TerSodemogen 

JJK» ^J4m 49. ^» ^qi» 



■ « 



L, B, -pif gi, qfi 
herbeigefährt werden« so bat mao im vorhergehenden Paragraphen 

n eelieo, and erh&lt dadurch ans 5) mittelst leichter Redi»niq|: 

cos<PiCOs(yi-|'^yiMyi ~~ ! V\ > n ^«Ti -fcosyxSÜi(y|-|-'^yiMj3i I 

sin yi sin(yi -{-^cpi )'^Pi ^ \ qi sin i^yi • — sin cpi cos (qr^^ /l(pi)Jr/i ). 

sin^9i ^ ' 

oder, wenn man im Zähler uod Nenner dieser Brücke durch Jipg 
dividirt: 

cos(p,cos(9)i+^<}?,)^— {pi^^+cos<pisin(9)i+zf9j)^| 

JPSS— ; . • • 

sin ^ j4 
dn9jSin(93H^9Pi) + «»oViCOsCyi+^^jJ^j 

sia^fyi '" — — ^— — 

Die Ceefdieeten der Pinkte der allgemeinen Brennlioie des 
Krdeee shid oieebar die GrSnsen, denen die Brücke auf den 
rechten SeKen der beiden vorhergehenden GieickoDgen eick idrtms. 

wenn Afp sich der Null nähert. Ueberlegt man nun , das.< , wenn 
Afp sich der Null nShert, sich natürlicli auch ^(jr, der Null nähert, 
und bezeichnet der Kürze wegen von jetzt an die Coordinat^i der 
Punkte der allgemeinen Breonlinie des Kreises durch or, y selbst; 
ae eikill man ans den beiden vorbergebeniea IttMbungent mÄ 
kekamitM Sliieii der Dtfeieotialreeknuiig auf der SteHö: 
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J) 



{. 4. 

Dm nun die beiden GietdiiinffeD 7) weiter m estivicl^cin, er- 
fjM aiflh neret aas den Mden «dünnten Gleidinngen 

« 

Xr = ab 9 -|- 9 C0S9 

darch Differentiation nach 9: 

ni Mfl der bekannten Gieicbung 

L 



afaie=j 



fihilt man also 



K ae jg 



, Farner erliSit man ana den lieidea bekannten Giekbuugen 

Pi =p + (Ä^ + Äcos 6) cos 9 , 

ktA DiffeMBlbifien naeb ^: 

^ - (Ä + Ä coa 6) 8i D 9 + (II -Äebi e cos 9, 
^= + Ä cos e) cos 9 + (||— 72 sin e|^) ain 9 ; 
alf« Mcb dem Vorhergehenden: 



1 



" 202 ' 

afp., 
oder, wenn man 



-I 



setzt 



, ,) • • "C •■ ■ •• •■ 



1 



oder auch 

m 

g^r*"^^ co«e ^ sind ' 

oder 

Fiihrt iium aber in diese Gleichungen für K uud L ihre aus dem 
Obigen bekannten Werthe ein, so erbält man ohne Scbwlerigkelt! 

Endlich folgt ans den beiden Gleichuogen 

• r 
* » " I 

?^=ain9-«m(y+e)(cMÖ + 1 \^l-|*»«nd«) 

\(v . ~ •* « 



• • • • 



leicbt >^ 

• »10(9 — 9^ ,4- Ö) = (f*)sio0, ■• 

und folglich » .mmf .ipan ^h^V^^<eiP^>^t • t * 



C08i 



I 



d. l nach dem Obigen, - ' 



also 



"'"Ä (COS 3 cosCy — yiHh^)' ■ 



% 

Die Gleichangeo 7) kaun man «och auf folgende Art ana- 

drikkeo: ^ . . 

«4 mdk 4im Tertec^vbeade« Ui «ffimbar 

■ 

* • » * • 

= "^^inet^i ^ 1 siü (9 + ö) - V cos (9 + e) i ; 

oder 

Ocp cos (<p— opi + 0) . ^ 
*=ft + C08 9P,g^ • ^^^^ — tjf*siu(9P+0)-flicos(»+ö;i. 

Setzen wir aber der Kurze weisen von ?uin an, was offenbar 
verstattet ist, ^=0. so erhatten ciie Yorbergehenden Formeln die 
Tolgeude elofacbere GesjMüt: 

^ si n (y 4- cos (y — yt 4- ^ 

ainaoda« 

« a.««-.«-«.^ al» (y -i- 0) cos (y - yi 4^ 
y=yi+psinya^; 

Für qssO ist aber nach dam Ob^goi 

aiso ' ' • 
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* 

p , n sine ^ sin^ 

Folgiicb ist 

p j 1 ' (f*) I 



oder 



woraus sich nach leichter Rechnunj^ 

_ sin (y -h cos (y -- yi + cos y sto O co» ^ 

"5^"" 8iiiyco«^co»(y— ^+.#) 

ergiebt. Führt man dies in die obigen Ausdrucke von x, y tm, 
und setzt zugleich 

«= — K » 

SID 9 

80 erhfilt man 

I ' w, , sin(y+-e)co.s(y — <pi +8; j 

j a;-/>.-Äco*i.iC08(9-9i+©)-^(-^:ö^-(;j^^ t| 
j u , ■ /ix (' P + Q)cos('P-<Pi+ _g . 

i 

Weil aber nach dem Obigen 

sine 

ist« 8o ist 

sin (9 + cos (9 — tpi -f ö) — (ft) cos 9 sin 6 cos % 
• = sin (9 + <9) COS (9 — 9i -f- 0) — cos 9 cos 0 sin (9 — 91 + ö) 
SS . cosesin(9-|- e)cos(<p^yi) — sin ©sin (9 + ©) sin (9— q>|) 
•^oos qisin O eos 8cos (9 ~ (Pi) — eos^cos % cos % sin (<p— ^ 
= sin 9 cos e*cos (9 — 9i ) + cos 9 sin % cos # cos (9 — 91) 

— cos 9 sin 0 « OS Ö cos (9—91) 
— siu 9 sin e cos 6 sin (9 — 91) — cos y sin 0^ sin (y ' — y^) 

^cosy'cose'fm(y — yj 
= sin y cos e^cos (y— yi) — (cos y + sin y sin ^cos 6) sin (y-*yi) 
= sinycos (9 — 9j) — cos^sinfy — yj) ^ i'll 
— sin y sin 0 { sin (y — y^) cos ö + cos (y.— ^) sin © } 1 
S8inyi^8iny8inesin(y— yi + 6), 
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und folglich nach dem Obigen: 

^ ,j . . sin(a) -|-6)co8(o^O|-f 6) 

k 4^=01 —i;dcO8Op.CO6(o—0| x x ^ t / ■ 

^ I #-* Tri VTT 7^ • /ginqjj — siD9>siii98iii(9— 9i-f-^' 

f ^^fl'i— cosiffl — Vi-t-cy) .— ^ . . — ? 

^ . , ^* ^sin9>i— •smqpsin0sin(9)— 9^j-f0) 

oder auch 

sin(y + 0) cos ((jp — qp, ^ 0)2 



, I sin (jpi — sin 97 sin 0 sio (y — 91 + 6)-* 

. \ _ » . ^ -i- &) cos (<p - yi -f 6)* 

\ ^ ^* ^*»my4 — siiiysm6 sinCy — y|-|-6) 

Ffir werden die GleidlHiageD 1): 

sin 6=—^ sin 9; 



H) 



— (1» COS y — 12 COS 9) COS 9« 
9i= — (ficosy — £cos6)sioy; 

^^^=co«y - cos (9 f Ö)(cos fiHhi^), 

^^=slO9-sin(9+0)(cos0+-Vl— fi^sioÖ^; 

und nach dem Obigen hat man auch die Gleichung 

\% sio(y-9ii4-9)=(f»)ma 

T)!e Coordinaten 9i isonneu.auch auf folgende Art ausge- 
ilriickt werden: 



13) 



oder 



U) 



sin (qp -f- 0) 
p^=zp^R cosy, 

p sin(y+ e) 

s%= K ' ^sino: 

sin y 



Pi=p-\- Rsm (y + 6) cot y , 
qi— sin (93+0). 



Wie man diese Formeln zur Bestiinniung der Coordinaten x, y 
der Punkte der allgemeinen Brennlinie des Kreises ansnwenden 
h«|>:wifd einer weiteren Erläutern nt; hier nicht bedürfen. Wollte 
rnfbütcfic Gl^i<-()u*>r) alli;cracinen orennlinie des Kreises zwischen 
den rechtwinkligen roordinnten :r, y halten» so niüsste man den 
Winkel q> aus den beiden Gleichungen 10) eliminiren, was aber 
allerdings in nicht geringe Weitläuügkeiten zu führen scheint. 
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Fttr fissl Ist 

C08 9)1 =co8 9»— cos ©cos ((JP 4 0) ' 
MO ^ siu (p — ^ C08 ^ sin <9i -4* (hO ; 

»bo, wirmn Webt tndets 

cos 9i Ä cos (9 + 26) , 



15) 



. 7 



Ca8(9-r 9k 4- 6)=C0« (g> + 0) cos qpj +8in (9? + 6) sin g), 

SS C08 («^-^jcaaCg»-!- 2a}^«iii(9-f 9)«bi(9H-2#) 
Ä— cosö, 

I 

«Id(9— = sio (q? 4- Ö) <508 9i — cos (9> + sin <pi 
Daher Ist in diesem Falle nach dem Obigen 



10) 




y cos0*sin(op + 0) 



. Aber 



also 



17) 



sin g> sin 03 -f sin (q> -f 20) 
= sin 9 (sin 02-f cok20) -f cos 9 «in 20 . 
fline>HKos0*-h^e«syaj#^.cos 0 
=eo8 O (sin 9> cos 0 -f 2 eos 9 sin 6) 

=:co8 0fc^»9sia0+8in (9>4- 0)) 

= — i 0080^ sin (<p — 0) - 3 siu (9 0) | ; 



•IS 



>7 



«.5. 

Itezeiclinet man die EntCeruuog des Punktes (:r^; der ailge- 
Minen Breoofinie des Kreises von dem leucfatendeii ndkte dorch 



iJ* * sin<p '^^siiiiqpi— sinqpsiuÖsm(9— 

oder 

... . s5ncpcos(g)— o), + ö)2 

^ ^^6i09)|~sin98in6siD(99— ^-1-6)' 

Dies Ut die PolargleicliiiDff der alleameineo ßrMiDiiole.de9jü:ei- 
«60 in Bezug auf den lenclitenden NnirflEt' ab nl mid die von 
de— oe lben nach dem Mitteljpimkte dee gegebenen Kraieee gele- 
gene gerade Linie als Ajte. 

Setzen wir 



so wird 4 wie man ieicbt ündet: 

== nee Scoe (<p — q>i) taogi^ 
1 — - cos ((p —-(p i ) «in 2ifit 

• • . HOS r* 

und folglich, vrenD 
genetzt wird: 

/iLV $ sin 9 q/ cos-^A * 

'^shi(y+ö)^ ''VcosÄy • 



iliso iat 



I 



22) ,=±iJ.?!5^.^-.v2. 



WO maD das Zeichen tiumer «o 2u nebiaeo hat^ daan q positiT wird. 

Bezeichnet man die Enffermin^; <ie.s Punktes (xy) der allge- 
meiiien Brennlioie des Kreises vuu dem EinfaUspuaktci ipi^i) durch 

fl^« eo ist 
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und folglich oacb dem Obigen offenbar 

oder, wenn der Kfirse wegen 
geeetil vdrd: 

' ~" sio<pi siD 97 siii Cyrill cy 

wo man das Zdchen immer so nehmen muas, daM r' poeillf iM 
Well mm aher najdb ^} 

iat» so ist 

siD (pi — sin g) sin 6 sin 6' 

' = sin (9 + 0 — 0' ) — sin q) sin 6 sin ö' 

~ sin9»co86cos O'+iCoa^alnCd— *^), . , 

also * ^ 

' r -A^Ji sln (y + e)cos»>^ ■ • ( 

sin (p cos 0 cos 0' + cos 9 sin (6 — ^) ' 

und folglich 

atp(6j-0^) _.. shi(y'j-0)cos6'^ sinycosOcos^ 
B r'cosqp iZcosq^.- 

, sin 0COS0'« . ^ " ^ ^ /cos 0^ ^ l \ 
=± p dbtang^cosacos©'! — j?~"^Sy* 

Nach djBm Vorhergehenden ist aber 

f ' ^ .CO80' 1 . I 

^ sin (p cos 0 cos 8^ + cos y sin (0— 0^ _ l 

; SsinH^pT^cösT 
, sin y cos 0cos 0'-f cos y sin (0—0^) —»sin (94-0) cos 0^ 



9 

' I.. «• 



' i?sin(y+0)cos0' 

woraus man nach leichter Rechnung erhält: 

cos 0' 1 cos q> cos sin 0' 

""r^^B"^ i2(sio(y + 0y~*. i J 

Abo ist nach dem Obigen , .1 ^ 
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in welcher Gieichimg man dM Zeidran flo la iwhiiieii Iwt» du» 

posiÜT wird. 

Bezeichnen wir ferner die £ntfernang des leuchtondoD Plmik- 
tM von dem EiofaUepunkto (Mt) durch r, so iet 

alm nach dem Oh^^tn ' 



folstich 



28) r=j^B^R(^ 



HO man das Zeichen so zu nehmen hat , dass r positiv wird, d. b. 
man muss d&s obere oder untere Zeichen nehmen, jenachdem 

•1119 

positiv oder negativ ist Setzen wir nun 

so wird nach 26) . ' 

sfai(#-^6^) .ifaeooi^ ..,8faif^Mi6> 
29) 31 =r± ;r-: O:) ; > 

■ 

wo man \m (-k) das obere oder mitere Zeicben iieiimrD moM, je» 

oachdem « . 

sin (9+6) 
^ s&n^ 

positiv oder negativ -ist, was sich immer leicht beurtheilen lassen 
wild, und dann in ± daa Zeichen so zo nehmen bat, daaa W po- 
sitiv wird. Bei einer weiteren Betrachtung der merkwOrdigen 

Gleichung 20) will ich mich jetzt nicht aufhalten, weil dieselhe 
schon bekanr)t und zuerst von Petit gefunden ist. .Ich habe die- 
selbe hier hauptsächlich nur deshalb ent^vickelt, um die Kichtig- 
keit meiner, eignen oben entwickelten Formeln an einer schon an- 
^emeitis' beimnnten Gleiefamig zn prfifen, ohne mich jetzt auf eine 
weitere Betrachtung dieser letzteren Gleichung selbst einlassen zu 
wollen, üeherhaupt gilt diese letztere Gleichung bekanntlich nicht 
bloss für die Brennlinie des Kreises, sondern för alle Brenntinien 
ailEemein, wie man in dem angeführten Artikel des IVlatbemati- 
schen Wörterbuchs sehen kann. 1 ./ . . '^-j 

ThflU XI. 14 



21D 



Die Gleichimg 221 kami man wegen der Gleichung 28) auch 
auf folgende Act i aui^lrücken : ' , 

• 30) 9=±r.-^-V2. 

WO das Zeichen immer so zu nehmen ist, dass g positiv wird. 
Auch hat man nach 20) und dem Vorhergehenden die Formel 

I 

sin y cos 

31) tang ^ = y cos 0 cos 0' + cos 9 sin (0 - &') ' 

wo niach 12) und 24) 

32) sin e' = (fi) sin 0 

ist 



$• 7. 



Den Fall, wenn die einfallenden Strahlen sämmtlich unter 
einander parallel sind, wollen wir nun noch einer besonderen Be- 
trachtung unterwerfen. 

Den Mittelpunkt des gegebenen Kreises nehmen wir wieder 
als den Anfang eines rechtwinkligen Coordinatensystems der xt/ 
an, lassen jetzt aber, was offenbar verstattet ist, die Axe der ir 
den einfallenden Strahlen parallel sein, und nehmen den positiven 
Theil der Axe der a: von dem Anfange der a:y oder dem Mittel- 
punkte des gegebenen Kreises an nach der Richtung der Bewe- 
gung der einfallenden Parallelstrahlen hin. Dann ist für jeden 
einfallenden Strahl, den wir uns wieder von dem Punkte (pq) aus- 
gehend denken, in den Gleichungen 1) der Winkel (p~0 m 
setzen, wodurch wir erhalten: 



sin0=-^; 
pi = R cos 0 , gi=iq; 
33) { ^£^^i_co8 0(cos0 -f - V l-,i«sin0«), 

^^^= -sin 0(cos 0 -f - Vl-|t«sin02), 

Lassen wir nun, indem wir, was offenbar verstattet ist, fSr 
alle einfallenden Strahlen p als constant betrachten, g in über- 
gehen, 80 mögen 0, /?i , qi, <Pi respective in S' , pi , ^' 
übergehen, und wir erhalten aus den voirbergeheDden Gieicbuogeo: 



I 



»1 



34) 



-8me'(cose'+iv;w*siae'*). 



/ V — OKU W l WO V T 

Die Gleichungen der seraden Linien, m denen die den durch 
die Punkte (po) und (p^O gehenden eiofalieudeu Strahlen ent- 
tfnAmdm aDgelenkm StnUen Meg«a» rind' 



♦ 

oder 



96} 



woraus man , wenn wieder y die Coordinaten des Durchschnitts- 
ponkts der beiden in Rede stebendeD geraden Linien bezeichneD, 
anf gaiis die«Mbe Art wie in §. 2. «iliitt: 

•ln(9>i'-*9i|) 



37) 



Mao denke sich nun, dass g sich um z/^ verändere, und 
Mnch die VerSad^nmgeB 

^6, dpi, ^fi» 



Mieigeflilirt weidai» io hat maA im Torhergelienden Partgnpfim 
« setzen, uod erhält didveh mm 37); 
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SU 

oder, wenn inaii io den Zählern mid Nenoem dieser BrUdie mit 

^9»! diFidirt: 

• *' 

— k ■ ■ ^' . . — I ' ■ ^ » 

^9>i 



in nun sich der r^ull iiä{)ern und oeht zu den 
, 8o sind die dadurch herror^eheoden WerAe r<m 
rd'maten der Punkte der BrennHoie des Kreises, und 



Lässt man 
Gransen Ober 
OP, y die Coordtnaten 
man erhfUt ans dem Vorhergehenden 



39 



y = (9^1— »»"«Pi cos9>i g^); 



oder 

oder 

« 

Aus der Gleichung 

slna^l^ 

folgt 

1 Ö0 1 

cos V K~ =^~n » 5 — = 



dq R' ^9~/2cose' 
Aus der Gleichung 

folgt 

^g=-.Äslneg=^t«.ge. 
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d«r Gtekhwig 
higt 



Aus den Gleich uugeu 
folgt lelcbt 

.•.n(y.-e) ^_ 
(f») 

«■d am der zweiten dieser beiden GMebongea ergiebt «ich 



a^_ae__ (fO i c j W_2 

folglich uach dem Vorhergebendeo 

d(pi 1 c 1 , f* 



oder 



3^ Ä cos ö V I— f**«DÖ» ' 



oder aach 



gg^ü.. ^ ■ 

^ Ä CO» Ö Vi - «A^siii 

Weil nuD> wie man leicht findet, 

91 -g^ - cos Vi ^ = 

ist, so ist nach dem Obigen 



214 

x~ R cos 0 /X fi 

Oi) (sin e*— ^co8 e VT^M*»»» ö«) * oweVl^ 



also 



41} m 

«na»- -cos© VT^/i^ShTP 

% 

43) ^ n 

sin ^ ^ co«e V l-fi>8io^ 

Aas der Gleiehmig 

" ^ Sinei-. -oM a Vl=ii^^ 

=1— ^l^fittBÖ» 

olUUt mao niin snfMeigt ebne alle Miwierigkeit 

1— f»«8in (sio 0*— - cos d V 1— ii^ainö'-^) 

a:=Ä , ^ — — 

COÄ0+- Vi— f*««ioe* 

Es ist aber 

(€esd+ - Vl-^t*4D0*)Vl-j»^«» 
= ^-f*(sina»— Uos Ö Vl-/*«8ina«) , 



oder 
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|i*(»io^— - cos© 1— f**«io0*) 

i 

sscMe«H-|i8ia0>(coie+ - VI- |»«aiae^ V 1— fiF Ai»». 
DOmt .Itft mdi dem Oblgvi 

1 r 

COS<=>*(COS0 1— f*«8iD02) 

sßtlisioe* Vl=^*sm0H ^1* 

tronttis man ferner ohne aUe Schwierigkeit 

* 

4^ »«:^^Älcoa£>'-?a-***«iöe*)li 



oder 



«Mit. 

Aus der Gleichung 

f— /2sin0 



folgt leicht 



•Also ist 



f 



Bsd folglich 



s 

l»*siii&^= 




— I 



21« 

F«mr igt 

m 

wttbei mmD m beacbten hat, imm der abmliite Werth tod 6 nie 
90» «benteigt, felgÜi cose etete posUir ist. . Ahm iet 



und «Uber OMb 40)i 



4^) -iÄ«i(l-;iV5').-|i(l-Vr5W ■ 

welehee die GleidiiiiM| der allMMiiieii Breoalfade «des K n i e ee fihr 
pnraUel ehiOdleiide fiMüeaiSt 



|. 8. 

Den Fallt Weon ^»=1 ist, d. h. den Fall der gewShDlichea 
Zorflck w er f i m g, la^teaen wir mm aller noch beeondera hetmehtea. 

Ib diesem Falle erhalten wir aus der aus dem Obigen bekann- 
ten Gleiehirag 



«asi2{^shie>Vl— fi^sinea-t- — 4 — I 

COS0 + - Vi— fi^sine^^ 

leicht 

d7= i2(sin e^cos 0 -I- icos &), 

d. L 

47) «=ißcese(l+2afaie^» 

und nach 45) ist 

48) y=i2afaie>. 

Also ist 

• 3 ^ 

olgüch 

^ . ee«essV(l-.y''^). 
Daher ist nach 47): 



• « ■ 
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Ans der Gleichung 47) lulgt aber» wenn man quadrirt: 
4i^=i2ScoBes(l-|-4Auie*'f4«be«), 

also, wenn man 

cm6*s1— sln6^ 
Mint» wi6'BMn Bsdi M^iter ReelmuRg' findet t 

und folgiicb« weil nach 48) 



Ml 



oder 



abo ist 



4. L naci dem Vorhergehenden: 
Abo int 

50) {4(:r*+y«)— Ä*J» = 27fty 
An Gleichung der BrennWe des Kreises im Falle 
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£in einfaeber Sewele de« IV 
taltbeorems in der Theorie dar algre- 
Ibratecben GleicbiuiKen. 



Herrn Doctor T. Wittatein za Hannover. 



Der ie der Uebenchrfft bezefefaneto .^Sati» nXailicht 

dass jeder algebraischen Gleichung mit Einer 
UnbekaDnteii durch einen complexen W^rth 
dieser Ujibekanttten €keft4ge geleistet werden 
kSnne» 

hat awar seit dem Vorgänge von Gauss schon so naonigfaltiaa 
und rm so Teitcl^iedenen Prindpien Ihren Aoshmf nehmemie m- 

weise erfahren, dass eine Vermelirun<r dieser Beweise kaum noch 
von Interesse sein dürfte; worüber wir auf den Artikel XL VI. 
S. 411. im VII. Bande des Archivs zu verweisen uns erlauben« 
welcher eine ZusammenstelhiBg der hauntogchlirhsteb dksfff B»* 
w^se entiUUt. Ihdesseo wird man zugleich nicht in Abrede stsf- 
ien kSnnen, dass alle jieiie B#*ieUe, vom Standpunkte des Anfan» 
p:ers angesehen, tbeilä so verwickelte Betracntun<?en erfordern, 
theils aber auch so fremdartiiie Hülfrn zur Benutzung herbeiziehen, 
dass man sich für die Zwecke des Unterrichts nicht seitw» je 
nach der ä^tnng, welche man der allgemeinen Theorie der Gh»* 
chungen geben wiU.» mit -dtm Bswms des in .Rede stehenden 
Satses hinsichtlich dessen, was man voraussetzen oder nicht vor- 
aussetzen darf, in einiger Verlegenheit befinden wird ; uod «stellt 
man nun obendrein noch die Forderung, der Beweis solle auf 
einem einfachen und naturgemässen Wege aus der Betrachtung 
der Sache selbst genetisch nervorgehen, so wird nicht leicht einer 
der voihaadenen Beweise allen diesen Anfofdmngen gleichseit^ 
an genflgen Im Stande sein. * 

In dieser Besiehung dfirfte vielleicht der nadifolgende Beweis 
der offendichen MItthdirang nicht unwerth sein, weicher an Ela- 

fachheit, so wie an natnrgemSsser Entstehung, kaum etwas zu 
vrünschen übrig lässt. Er beruhet der Hauptsache nach auf einer 
Vereinfachung dea Beweises von Deahna (s. d. angeC Artikel 
Seite 416). 



1. 

AU 2Ug«8tandeii dürfeu wir voraussetzen, dass die Theorie 
der Gleichnnaen diejenige besondere Aufgabe einer ailgenieinen 
Fttuctioüentiieorie zu ihrem Gegenstände hat, alle Wertne einer 
QftaMift'ngigeii y^rinideTiiebeB anzugeben, ffir «reiche 
ein« cegebene Function derselben zu Null wir.d. Ina* 
besonoere also tfn vorliegenden Falle handelt «a sieh darum, alle 
VVerthe einer anabhängigen Veränderlichen anzugeben, für welche 
eine ifci^ebene algebraische Function derselben zu Null wird* 
äei nuD die^e Function von der bekannten Form 

^s^-f Oi^B^i-f a^c»-*^....<f «g» (1) 

so hat man zunächst, bevor jene Aufgabe überhaupt gestellt wer- 
den kann, die Möglichkeit derselben nachzuweisen, o. h. zu zei- 
gen, da&|p wirklich Werthe voq w ^eben müsse» für welche y 
anr Natt iwde; ub4 da man aieb bei dieser Naelimlaang offen- 
bar ikoek T-^er 'der ^^beerie ider C^leichungenj nämlich innerhalb der 
allgemeinen Functionentheorie befindet, so erscheint <ea auch am. 
Datiirlichsten , die F'unction selbst noch in ihrer Eigenschaft als 
Function, also ihrer ganzen Erstreckuog nach von a;=—- <x bis 
ar=-|-x ins Auge zu fassen und nachzusehen, ob dabei Werthe 
von für weiche ^ zu INull wird, vockonu^eu juüs^en oder nicht 

Nun iat>ea bekannt genug, dass, so lange man neh auf das 
Gebiet der reellen Zahlen beschränkt, diese Frage nicht allge- 
mein bejaht werden kann; im Gegentheil lassen sich der Functio- 
nen unzählige anführen (z. B. ij=x^ -\- -i), welche, wenn mau 
alle reellen Werthe von o-^ — qp bis a; = +OD durcliiaufen lässt« 
flir keinen dieser Werdie zu Noll wetißn, so cU^a mitbin Glei- 
cfanngen wie ;e;*+^=0 innerhalb des Gebietes der reellen Zahlen 
Yoi|jg ohne Sinn bleiben. IndeiMieyD da man in so eiofaohen Fäl- 
len, wie das hier beispielsweise angeführte a:^ ^^^i:^ , immer so- 
fort Wurzeln der Gleichung anzugeben im Stande ist, sobald man 
die Erweiterung des Zahlenhegriflfs auf das Gebiet der imaginären 
Zahlen in die Betrachtung hineinzieht, so entsteht die Vermuthung, 
dass sieh die obige Frage mit Zuziehung dieser Erweiterung viel- 
leicht allgemein bejaheiul werde zur En&cheiduug bringfil iassen. 
Damit sind wir aut dem gewöhnlichen Standpunkte» F<m iwelchem 
diese Frage pflegt vorgelegt zu werden, angelangt 



Es sei X eine cojnplexe Veränderliche von der Form 

a7S|p(eos^-|-^^9)* (3) 

wo Q nur piositiv sein kann, und i, wie gewöhnlich, die positive 
imaginäre Einheit bezeichnet; und durch Substitution derselben 
in die obige Function (1) nehme y die Gestalt an 
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so wird man für die in Rede stehende ßetrachtung die Veränder- 
liche X alle möglichen coraplexen VVertlie durchlaufen lassen, und 
dabei fortwährend die zugehörigen complexen Werthe von y ins 
Auge foMo, nift der beraodlno Rfleksioirt» ob iiidit miter dm 
IdsteieB ludi der 'Werth y = 0 Torkomme* Die VMnderlichkeit 
von a: aber ist an diejenige sowohl von q als von (p gebunden, 
und um. alle Werthe von x zum Vorschein kommen zu lassen, 
wird man nicht nur q durch alle Werthe von q=0 bis p=QD 
bindurchnihren^ sondern es wird zugleich daneben auch op alle 
Werthe von einefli beliebigen Werne g> = <Po ausgebend bis 
^TSiWf^-i-^se in durchlaufen haben. 

Hält man zunächst und Air einen Augenblick einen beliebigen, 
jedoch von den beiden äussersten Gränzen q=^0 und Q=cx) ver- 
schiedenen Werth von q, welcher =^o sei, fest, und setzt dabei 
zugleich a>= 970» bat man vermöge der ^vlelchung (1) sofort 
einen beOammteo geliftrigen Wertb von $f = 9of welcber In der 
£bene der complexen* Zdilen irgend einen gleicuTiel wo liegenden 
Punkt repräsentiren wird. Lässt man nun (p continuirlich sich 
ändern, jedoch noch immer unter Festhaltung jenes Werthes q—Qq, 
80 wird auch vermöge der Continuität der Function (1) der Werth 
• Ton y continuirlich ein anderer werden, und folglich der dadureil 
retnrftsentirte Punirt tn der Ebene der complexen Zahlen eine 
krnmme Linie beschreiben, welche sich mit dem Werthe 
(p q)f^ ^7C in sich selbst abschliesst, indem hier wieder der 
anlangliche Werth y=VQ zum Vorschein kommt. Wenn man nun 
endlich auch q sich ändern lässt, so wird jedem andern Werthe 
von Q eine andere Corve der so eben bescnriebenen Art zngehG- 
ren , feroer wird ein eontinnirlicben Wachsen von q zugleich auch 
einen eootinniHicben Uebergang von Curve sn €nrve zur Folge 
haben; und wenn man demnach jetzt die gesammte Succession 
dieser Curven von ^=0 bis Q^ cc 'ms Auge fasst, so wird sich's 
dabei entscheiden müssen, ob unter ihnen auch mindestens eine 
vorkommt, die durch den Nullpunkt der Ebene hindurchgeht und 
mithin den* Werth y=sO in sich enthält 



3. 

Man betrachte abgesondert die beiden äussersten Gräuzfalie« 
welche den Werthen ^=0 nnd 9= od entsprechen. 

1) Für ^=0 reducirt sich der Werth der Function (1) auf 

mithin dsgenetirt hier die in ftede stehende Cnrve wa eibem 
Punkte» dessen Lage in der Ebene durch die von Null ver- 
schiedene complexe Zahl Os festgestellt wird. Dieser Punkt bil- 
det mithin den Ausgangspunkt für die mit. w/tclisendea Werthen 

von Q zu Stande kommenden Curven. 

2) Für Q=QD wird man zu dem entsprechenden Resultate 
am leichtesten gelangen , wenn man zuvor die Gleichung {l) auf 
die Form bringt ■ 
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woraus man fUr 9=00 schKesst 



Um 



Diese Gleichung spricht den in der Theorie der GleicImDgeii 
auch «oDSt Tielfach zur Anwendung kommenden Satz aus, dasa 
die Function (1) desto n&her mit ihrem höchsten Gliede 
zusammenfällt, je grösser dor Modulus ^ der Veränder- 
lichen X angenommen uird; welcher Satz mithin, da er an 
sich schon jedenfalls in der Theorie der Gleichungen bewiesen 
werden mÜKste, hier um so unbedenklicher benutzt werden darf. 

Statt dieser Gleichung (3) l&ann man auch schreiben 

wo f eine för ^ = 00 irersehwindende conplexe Zahl bnzaichnet; 
Bod daraus hat man 

oder vermöge der Gleichung (2): 

y= ^"(oosii9 4- tsin nqf) (1 -f- e). . . . (4) 

Dieser Ausdruck föhrt nun sofort zur Kenntnis» der näheren Be- 
scbaii'eoheit der oben bezeichneten Curvea für denienigen Fall, 
wo p selbst ohne Orfinzen zunimmt. "Wie nämUeh aneb a besebaC- 
flen sein mag, so liefert jedenfalls der erste Factor dsK Anadmcbs 
(4)» Dämlich der Ausdruck 

(cos nff-\i sin »9), 

stets, für einen bestimmten Werth von p, einen aus dem Null- 
punkte der Ebene als Mittelpunkt beschriebenen Kreis, dessen 
flalbmesser =p" ist und dessen Peripherie nmal nach einander 
darchbufen wird, während 9) von bis fp=:.tpQ-{-1n sich 

ändert. Dieser Kreis ist nun zwar noch nicht selbst die hier In 
Frage kommende Curve, indem vielmehr zu deren Herstellung, 
vermöge des Ausdrucks (4), snmmtliche Punkte einer jeden ein- 
zelnen Umdrehung des Kreises zuvor noch eine Correction durch 
den von der Einheit verschiedenen Factor 1 H £ * gleichsam eine 
Verschiebung in der Ebene, zu erleiden haben. Indessen da s 
eine mit den wachsenden Werthen von ^ unendlich abnehmende 
Zahl bezeichnet, also der Factor 1-f-f gegen die Einheit conver- 
»irt, so kommt eben deshalb die fraofliche Curve einem aus dem 
Ntullpunkt der Ebene als Mittelpunkt beschriebenen Kreise desto 
näher ^ je grösser q angenommen wird, imd iallt endlich fiiUs 
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4. 

Ueberblickt man von dem biet* gewonnenen Standpunkte aus 
das System aller den versrbiedenen Wertben von q entsprechen- 
den Curven^ von dem Puukte für ^ = 0 einerseits, bis zu dem 
Kreise ßir a=« andererseits, und nimmt überdies auf die Con- 
tfmdlit äet -Fanction (1) Hficksicftt^ so gelangt man ieieht n dem 
bler eddHcii beab^cfttigtten Sclilas««. 

Alli Ciir#eM nteKdbr welehe sebv IMnen Wertlien von p «il- 

sprechen y werden sich ihrer ganzen Ewitrtc ki a g nach in der 
des für 9 = 0 (geltenden Punktes halten, und mithin, da dieser 
Punkt von dem ISullpunkte der Ebene verschieden ist, den ge- 
nannten Nullpunkt ausser sich lassen. Alle Curven dagegen, 
welche sehr erossen Werthen von o sogehDren^ werden der für 
^ssoo atattfinaenden KreiefoniiiiBbe Kommen, und mithin, da die- 
ser Kreis den lNiiII|>nnkt der Ebene zu seinem Mittelpunkte lial; 
diesen Nullpunkt gleichfalls in sich einsch Hessen. Von den 
€un'en der ersten Art zn den Curven der zweiten Art muss es 
also, wegen der (^ontinuitiit der Function, nothwendig mindestens 
eine Uebergangs - Curve geben, welche durch den Nullpunkt 
der Ebene selbst bindorehgebt; vnd blerln ist fauit dem 
Obigen das vorliegende Theorem bewiesen. 

Man ericennt leieht, dass dieser Newels tOflfg unabhängig von 
der Beschaffenheit der Coefficienten ai, a2,....an ist, die dem- 
naeb beliebige reelle oder sefbst compleite Werthe haben dürfen. 
Nur der Fall an = 0 musste ausgeschlossen bleiben, in weichem , 
Falle übrigens die Richtigkeit des Satzes auf der Hand liegt. 

Zu weiteren Folgerungen liber die Natur der Wurzeln oder 
Mitteln zur Berechnung derselben dürfte indessen der hier einge- | 
schlagene Weg schon deshalb keinen Beitrag liefern, weil in ihm 
die onabliftngige Veränderlicbe selbst gaf nieht sieMmr Iisrrorge- 
treten ist 



Vebunsraufcaliea für fiehiilec« 

dflMf Htm DofllMr T. WllleteM sn Hanae^efi • 



fiisht aMein den richtigea Weg zu lehreo^ Sondern aech st 
«blgM tsld »«H Bä wAtBt MM^M darf« «od dmit dea^M- 



\ 




ler vor nahe liegtMbn Fehlern zu hüten, scheint eine Hauptenf« 
gäbe des Lehrers zu sein. In diesem Sinne muchten sich Fragen 
wie die folgenden zwedunflssig su Aufgaben flir Schüler eigneo. 

1« Ans der Gleielimig 
sieht man dnroh Wnrselaiissiebiuig 
Wenaus folgt 

wllareDd die gegebene Gietcbimg anch flIr Jeden ven m ▼erscMe« 
dbneii Werth des s GOHigkeit bebalt Wo liegt der Febl- 
«cblossf 

8. Ana der Gieiehnag 

a — Vx = b 

erbfiit man 

die Probe aber gibt statt der identischen Gleichung« die sie lie- 
fern müsste« die folgende: 

e) =6, 

Wo liegt der Fehischluss? 
3. Wenn man die Gleichung 

auf beiden Seiten durch x — a divUBrt, so erhält man 

jg— g 0 

odsr 

Wo liegt der Fehischluss? 

Aniftötküng. Der Widerspruch wird dem Schiller in der 
Regel noch sichtbarer, wenn man für die Buchstaben bestimmte 
Zahlen setzt. So 2. B. , wenn man in ^r zweiten Aufgabe als 
gegeben annltaAnH 

•0 erhält man ^==16» oAd die Probe liefort da» JUtemoeb 
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Vott 6tm Ben« Doctoi» Dltnger wa Sintlieini bei Heidelberg. 



1 mcostp 1 m*cos3(p 1 cos 5 y 
ä^n^^ö 1.2.3 +7 1.2....5 



1 7y?^'-+^cos(2r-H)y 
— (- 2r+3 1.2....(2r + l) 

l»-m8io9»-|-«»»in9> x o 

: s*» COS 9p) . COS 2g) 

gjjj^j COS (m COS 9)). sm 29 

msin a 4- emaiu (p ^ ^ 

2m ^co8(iiicos9) .cos^ 

e— »sin 9^ 0m sin 9» . ^ 

- — -Tgj Slo (r cos 9) . sin <p. 



II. 

3~1 5 1.2.3 +7 1.2....6 

= j — cos . (wt cos 9))co6 iJg) 

g— «sin 9> 4- 6"» sin 9) , , . v ci 

—2 5^ siD(rcosfi).äm39» 

-|- — r-^. cos (r COS 9) . sm 9 

— ^ sin (r COS 7). cos 9 5 



2lR 

weoD }it > 0 und 9 beliebig ist 

lU. 

. j+llr;p^:+21(r-l).2ä:4^^ 

lg.3^....(2r-3)^ . 
• ^ + ... + (lOr + 1) . J . a2.4a.öa....(2raX2r-f2) • 

...=; 2».4».e»...-(2r)»(ar+5e) 



V 
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Hlseellen«. 

Beverkaogeii zur sphäriscIieD Trigoaometrie. 
Ton iitm H«raa«gober. 



Wir wollen uns ein gleichschcDkliges rechtwinkliges sphäri' 
sehM Dr^0ck denken, dessen Hypoteneee a ist ttnd dessen ein- 
ander gleiche Katheten 6, ö sind, ßezeichnen wir den Flächen- 
inhalt dieses sphärischea Dreiecks durch so ist nsfdl einw 
bekaanten Fonniei der sph&rischen Trigonometrie 

sin^ 1— cos*6 

also 

cos "5 + 2 tang ^ cos 6 = 1. 

Lu8t man nun diese quadratische Gleichung in Besag auf ces^ 
als nnbekani^te Grosse auf» so erhält man 

(cos 6 + taug J)* = 1 + tang V =8ec V, 

abo 

coB^ tsng Jxtt ^eee^, 

und Juenuis 

X A ^ . > . 1 + sin-^ 
ces6=— tsng^i:secii=aJ: ■ » 

wo steh nnn firägt, welebe Zwehen man 36a aehmen hat. Wenn aber 

0<6<90o 

iit, so ist nach den Prindpiea der i^hStuichen Tiigeaentetrie auch 
Thoil XI. 



folglich 

0<2B<180»; ♦ 

weil uim bekanntlich 
Ist« 80 ist offenbar 

und OOS 6, cob^ sind daher beide posithr. Wenn ferner 

ist, so ist nach den Princlpien der si^h&iiaeheB TrigoDometrie auch 



folgUcli 

weil mm bekanntlich 
ist» so ist offenbar 



9 

900 <z/< 2700, 



und 006 6, coaJ sind daher beide negativ Also haben eos5, 
eos^l stets gleiche Vorzeichen, nnd weil non If^sio^ jederzeit 
positiF ist, so mnss man in der Gleichong 

ofenbar die obem Zeichen nehmen, d« h. man muss 

« 

setzen. 

Haben wir nun ein beliebiges rechtwinkliges spbäriscfies Drei- 
eck, dessen Hypotenuse a ist und dessen Katheten 6, c sind, so 
wollen wir uns über den drei Seiten dieses sphärischen Dreiecks 
sphärische Qoadbite besefarleben dtofcen; und deren Hälften, 
welche offenbar gleichschenklige rechtwinklige sphSrische Dreiecke 
sbd» respective durch Jk» beaeichnen. Dann ist nach 1) 



] — sin^a 

I — sin.J^ 
cos ' 



cosass- j — $ 

cos da 



COS 6 = 



1— sin^e 
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Weil aber nadk * einer bebmilai Fbrmel der s^triedieii Trigono* 
metrie 

« 

€08a=eoe6cose 

ist« 80 ist 

„ 1«— sin^/ff (1 — sin ^t) (1 — sin ^e) 

Da nim 

ein ^«3s± Vi — toa^Jm 

ist, eo iet 

l:pV 1— cosg^g _ (l— sin^ ft) ( 1 — sin^c) , 

cos da COS ^6 COS 

folgtidi N 

COS.<l/iCOSz/« • J- ▼ . 

also* wenn man qnadrirt nnd anfhebt, was sich anflieben liest: 

(1 ~ sin (1 — sin Jc)^ + cos cos . 
cos^z/acos«^« 



COS^z/ftCOS^^c 

2(1 — siD ^ein^o) 



oder, weil 



=(1 - sio z/») (1— 9iD^«}.(l-fsiQ z/6) (1 +siaz/e) 
ist: • 

Ul - ein Jb) (1 - sin Je) + (1 + sin -^/i) (1 + sin Je) } cos z/« " 

s=2cosz/*cos^«, 

iwerane eich leicht 

(1 + eln^fteitt J0) cosJm = coe^» cos Je, 

iolgUch 

ergebt* 

Fetner let 

cos-^«=i 1 — sin V«, 

end folglich nach 

15» 
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also 



öder 



d. i. 



oder 



I — s'in/ia ( i^-nin/^ft) (1 — »in J4 

(1 — aiii^«)*= 71 . « i (1 — «in •^J j 



1 — sin^g (1 — sinz/ft) (1 — si nz/c) 



Abo ist 



- . (1 4- sin Jb) (1 + sin Je) — (1 — sie z/d) (1 — Bin Je) 

'"^ (l-f«iB^»)(l<f«i»^«)-|*(i— tltt^(l-«ift'<^c) ' 

woraus leicht 

^ , . sin^ft-f-siD/^o 

•riialtM wild. 

1 

Am 2) vmi 4) folgt sogleUk 

• ' • eoaJkCoa J^ 

oder 

6) taiig^c=:t»ig^sec^»-f-ta]ig^o8ec4iA. 
Ans ^ «giebt sich auch leicht : 

- , 1— cos(^4+i^f«) . : 

l-COS^a= i + Ä^ÄiS^' 
1 . > 1-f C08(^»— ^tf) , 

^ ^ 8inH(^A4-^e) ^ 
1 -f-sinz^ftsinz/e' 



d. l 
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7) tang*i^.=^-jjjj^^— 
INaeh 3; ist auch 

Die weitere AneflBhnmg dieser BetrachtaDgen , zu denen fler 
Versuch, einen detti pythagoräiecheo Lehrsatze analogen Sats Cfir 
rechtwinklige sphäriscfie Dreiecke zu finden, Veraolaasnng g^e- 
ben bat» mOge dem Leser üheriasseu hleibeo. 



Bemerkoji^n zur ebeuen Trigoaometrte. 
Tm im flersnagetber. 



Die bekannte Relation zwischen den drei Seiten und einem 
Kinkel eines ebenen Dreiecks kann man aus dem sehr leicht zu 
befreisenden Setze, dass in jedem elienen Dreleclce die 'Seiken 
sich wie die Sinus der gegenüberstehenden Winkel Tethallen» ana- 
lytisch auf folgende Art ableiten. 

WeU in jedem ebenen Dreiecke 

ist, so Ist 

sin^sxil&(^ + C) =:BmJicM C-f cos Bsio C, 
eos J = '-^eos (^4- C) eos Bcos C+ sin^ein CX 

Nach dem angeführten ersten trigoDometrischeo Hauptiehrsatze 
ist aber 

Ä- ""6 e * 

foigiicb 

sin ' sin il =6d?» 

ab - sitkAsBcem ; 
a 

w 

«rir der JÜtae wegM 

sin Ä 

Also Ist 

co8B=Vl^^^"i^, cosC=Vl— 
vom BUB niv die Quadratwurzeln 

•to negatitaiMrt, jeMoMNiife«pMtimdieWiianlAC> 



also 



oder 



d. i. 



oder 



(1 -sin ^/a)^ = (1- -^o) 



sin^ft) (l--sin ^e) ^,^, ^ ^ 
l^M^j^ + sin^*) (l -i, «in ^e) • 

1 — sin /:/a (1 — sin^ft) (1 — sin^c) 

. 1 ^Bm^«" (1+ ab^Xl 4 aiii^v)' 



Also ist 



. _ (1 { sin ^6) (1 + sin Je) ~ (I-sin ^ft) ff -gin^e)' 
(l-fim^»)(l-f«i»i^i)'l*(l--«iii4i^)(l-0iii^e) ' 

woraus leicht 

gtiigltoB wird. 

Aas 3) und 4) folgt sogleich 

oder 

6) taiig^«= toDg^Mo ^+ tang Jtsoa^k* 
Abb 3) eigiebt sidi auch leiefat i 

l-cos^ _l-^cos(^*+^ : 



d. i 



1-f siD//»siD^e' 

cos«M,= ^^^^^^ ; 
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wenn man 
:t 2t kennt« 
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m 

apitz oder stumpf itod. Unter djeser Voranwetnag ist ddbtr 
nach dem Obigen 



folgficb I 
•leo 



oder 



welches die bekannte Relation zwischeil den drei Seiten und einem 
Winkel eines ebenen Dreiecks ist, welcbe wir hier beweisen wollten. 

Eine andere Behandlung dieses ganz eiementaren Gegenataii- 
des s. m. Archiv. Tbl. 11. k). 215. 



Heber dea Teriosf aa ElekIriEitit dnrch 

die Lnft. 

Von dem Uem Docter Dienger sn Sinsheim bei Ueidelbefg. 



* Da die etektrischen KSrper beiramiflielt ihre ElektriiMt dnrch 
die Luft nach und nach verlieren » so nimmt man bei den Unter- 
suchungen mittelst der Drehwage ^ewOboHch das arithmetische 
Mittel zwischen zwei Intensitäten . die man an der gleichen Stelle, 
aber zu vert^chiedenen Zeiten, erhielt. (Man sehe z. B. Müller, 
Lehrbuch der Physik und Meteorologie, II. Bd. 8. 86.) 

Es scheint diess aber ganz genau nicht zu sein« vielmehr 4ie 
Berechnung auf folgende Art geschehen zu mtlesen: 

Es sei die -in einer unendlich kleinen Zeit t abii^^egangene 
Elektrizität proportional dieser Zeit und der ganzen Ladung im 
Anfang dieser Zeit, was darauf Zurückkommt, diese Ladun» wäh- 
rend der Zeit r als konstant zu betrachten. Heisst also Ä diese 
Ladung, so ist der Verlust in der Zeit t gleich mÄx, weno m 
etae'fcMiMMMe CMsusüt, die Ton dem ZwtMde der LiU abhftngt 
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Demnach ist die Ladung zu Anfang der ztveiten Zeit r:A(l — mr), 
wahrend der Verlust in dieser Zeit wieder ^(1 — wit)»it, also die 
Ladung am Ende der Zeit 2r noch ^(1 — mty^ ist. Geht man so 
fort, 0O §üM ittaiit dum die Ltdung am Ende 4er Zeit nt noch 

(1 — »it)»= [(1— wir)~»'J-"»S 

« 

MB msKst cliie eiidlklie Zeit Meatet In dieecr Voraaeealiiii^ 

ist 71 unendlich grofl% während t uoendiich klein ist. Nach Cavcliy, 
Differeatiaireebeang Seite 4.» ecgiebt mck$ da«s llOr t im- 

endlich klein (1 — mtf^'^^e, also für n uoendiich gross 



ist Demnach ist die Ladunt; am Ende der Zeit t, wenn sie zu 
Anfang derselben A wslt, noch A.e-^* Heisst also die La- 
dung am Ende ddr Zeit 2<, Bi die am Ende der Zeit so Ist 

demnach 

Bt^^TAS^. 

I d. h. imi die Ladiinc: am Ende der Zeit t zu finde?i, nenn man 
die zu 4Afang dieser Zeit und die zu Ende der Zeit kennt, 
niomit man ans diesen letztem zwei das geometrisehe Mittel. 

Heisst allgemein A die Ladung zu Anfang, Au die m Ende 
der Zeit nf, ^nii zu Ende der Zot (ii-fl)^, an Ende der 
Zeit(ii-f 2K «e Ist: 

Au 225 isle***'*' f 

An^^=^Ar^^^y^\ 

wooms felgt: . 



\ Wien: 



Hiernach müssen also die Formeln, wie sie z. H. Lame in dem 
Goars de Physique de i'Ecole polyt. §.686. aufstellt, modi« 
fbiit vrerdeo* Setzt man m als klein voraas» so konnte man ancli 

Au =sjd(l^miil 

A-f-j = ^ (1 — m(w + 2)« + .«.) ; 

ab;n, wenn man die bShem Potenzen als ^e erste von m ver- 
üacbiSssigt : 

mdi der gevrOlndlcheB Rechmmgsireise« 
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Zur Verwandionj]^ der gemeiueii BrücJie im 

Deiimalbrüche. 

Von den Hem Doefior Dienger so SiBthein bei H eMe Ifccrg. 



Da ich mich nicht erinnere, gelesen zu haben, wie man die 
Anzahl der Dezimalstellen bestimmt, die sich ergeben, wenn man 
einen gewöhnlichen Bruch in einen Dezimalbruch verwandelt, so 
wUi ich hier diese Bestimmung andeuten. Dftbel setse leb inner 
Brfiobe voraus , die sich nicht mehr ablsfirBen lassen. . 

1) Alle gemeinen Brüche, deren Nenner bloss aus den ein- 
ladien Faktoren 2 and 5 henteht, iasMi alch genau .in liealnaihiMe 
▼erwandeln. Diese Falctoren können jeder vielmal vorkommen, 
«atireder beide Arten angieich oder nnr eine allein. 

3) Um an unterscheiden» wie viele Sfellen (nach der Stelle 
der uanzen) der entstehende Dezimalbruch habe, müasen wir 
folgende FäUe unterscheiden: 

a) Der Nenner enthalt bloss den Faktor 2; alsdann enthält 
der aus dem Bruche entstehwide Dezimalbruch so viele Stellen» 
als der Nenner Faktoren 2. 

b) Das Gleiche gil^ wenn man in «) statt 2 setzt 5, 

c) Der Nenner enthSIt sowohl den Faktor % als den 

a) Er enthalt mehr 2 als 5 ; alsdann erhält der Dezimal- 
bru< h so viel iStelicn, als der Nenner Faktoren 2. 

ß) £r enthält mehr 5 als 2; alsdann erhalt der Dezimal- 
bruch so viel Stellen, als der Nenner Faktoren 5. 

3) Alle gemeinen Brüche, deren Nenner nicht einzig die ein- 
fachen (Prim-) Faktoren 2 und 5 enthalt, lassen sich nicht genau 
in Dezimalbrüche verwandeln. Sie geben unendliche, periodisch« 
Dezimalbrfiche. 

4) Enthält der Nenner nebst anderen einfachen Faktoren nock 
die Faktoren 2 und 6» so hat man die vier Fälle von No. 2) zu un- 
tecscheiden. Alsdann enth&lt der Dezimalbruch so viele aich 
nicbt wiederholende Stellen nach dem Komma» als der Dezimal 
bruch im Ganzen Stellen erhalten würde, wenn die den FaklnM 
2 und 5 fremden Faktoren nicht vorjianden wären. 

Mnltljdizirt man alle einfachen, von 2 und 5 verschiedenen 
Faktoren, so e nthält der Dezimalbruch nach den sich nicht wieder- 
holenden Stellen höchstens so viele sich wiederholende Stella, 
als diess Prediikt Einheiten enthält, wenn 1 davon abgezogen vrird. 

Diese letzte Regel gilt auch für den Fall, dass der Neoner 
weder den Faktor 2, noch den Faktor 5 enthält; alsdann wieder- 
holt sich nothwendig die erste Stelle nach dem Komma. ^ 



*) Man vergleiche den Aufsats la dem Archiv. TM. I* Hr* %n VW 
dem Uerm Or. J. A. Arndt su Torgau. 
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Heller die Complanation des ellipti- 
MheA uatA liyperlbollselieii 
Paraliololdes. 

Ton dem 

Hem FroftMMNT Dr. O. Schlömilch 



Die Gleichungen des elliptischen und hyperbolisehmi PanlM^ 
kiäm kuwM «ek Mnantlich io dMi Foraea 

»Hf)"-(0", 

darstellea, und hier kann man die coiurtMilm jnnidMi linimi ^ • 
die Achsen der Paraboloide nennen> eine BiBselehwng» Wikte 
der beim EUipsoide gebräuchlichen» wo 

(f)"^(9'<D=' 

* . ■ » 

lit, eebr gut ittiereinstinimt. Will man jene Acheen «eibst seb^ie» 

so braucht man die in Rede stehenden Flächen nur durch eine 

Ebene zu schoeideD , welche der Coordinatenebene a:y in der £nt* ^ ^ 

femung z=c parallel läuft. Die Gleichungen der entetebendea 

Schnitte sind dann 

'=a)-(iy 

upd folglich die Schnitte selbst eine EUipte und eine Hyperbel 
■it den Halbachsen a und b. 

« ■ 

Thett tL U 

i^iyiiizco üy Google 
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Um nun die gedachten FUteheD su complaaireD, btuslMB wit 
die« allgemeine Foimel 

und haben nach ISo. 1. für den F all eiues elliptUchen Parabeloidee 

/dz\ 2c rdi\ 2c 

» 

und fCir den Fall eines hyperbolischen Paraboloides 

Sabstitniieii wir diese in die Formel a, so Ist In jedem Falle 

« • 

iro die Integrationsgränzen noch zu bestimmen sind. Wir betrach- 
ten nun fols^eiule z^voi Fälle. In Taf. VI. Fisf. 1. seien OA, OB 
und OC die drei Athsen a, ä, c der Fläche (hier eines ellipti- 
schen l^araboloides) , so uolLeu wir die Gjrüsse derjeuigeu Stücke 
Ihres Mantels hestlmmen , deren Projektion anf die Ebene xy ent- 
weder das Dreieck OAH oder den Ellipsenquadranten OAN'B 
ausmachen. Sind nun <i^j|ffc=dPnnd.jlfiV=9 die Coordinaten irgend 
/eines Punktes in der Ebene Ty , so müssen im ersten Falle die 
Gränzen fi'ir x und y so gewaSlt werden, dass der Punkt N alle 
Punkte im Innern des Oreiecks OJZ? aber keine ausserhalb des- 
selben liegenden betritt. IHi M nnt» dieser Bedingung zwischen 
O uad il' beliebig l!e||^n Mlaff*, so ergeben sich bieraas lÄr«- die 
üMaaen 

a;=0, a;=OA'=a. 

Hat man nun dem ^ Srg^^l^ einen individuellen Werth OM ioner- 
halb diesos Intcrvailes gegeben, so steht jetzt dem y=:3IN noch 
'.der Spielraum y~0 bis y — MJS' offen, da iV beliebig zwischen M 
'Und A' liegen darf, liestimmt man il/iV' aus der Proportikoo 
QAiOB^MAiMJS', so sind die Gränzen für y: 
. • . • •? • , • 

Substituiren wir diess in IJiio. 4. und nennen P die Fläche Ot/ÄFO, 
deren Projektion auf die Ebene xy das Dreieck GAB ausmacht^ 

■ .... i'=y; V r '»-5 *Vüf^-.j - 
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Wollen wir dagegen die Fläche OUSVO berechnen, deren 
Projektion auf der Ellipsenquadrant OAN^'B ^ Cl^SV so 
nteen die GiUiifteB fUf w und y sö gewählt werden, dastf der 
Punkt N alle Punkte innerhalb dieses ÜlJipsenquadraiiteiiy aber 
keine anderen Piinlflke 4er £beae aqr betiilt. l>ie CkloaeD für x 
ODd ^ sind daher * 

.T = 0, x=^OA\ if=zO, y=MN"; 

d. h. * 

• f— ■» .. . • • 

" . *=sO, a;=a; y==^0, p^ö\ 1-^(0 i 

«reil 03/ und iT/A^" die Gleichung der Ellipse CÜSV=OAN'*B 
befriedigen mu^en. Nennen wir Q die Fläche OUSVO, so ist 
jetzt: ' • ' 

lfaip,kaim diese Intemle noch etwas ▼eretofachen, wenn man 

die Sbbsfitnttoiien jr=:al, y=^biti vornimmt Setzt man nfinficp 
in No. 5. zunächst x^ai, so wird dx=adi, und die Integrations- 
ffSitzen für ^ bestimmen sich jetzt aus den Gleichiingein it=C^ 
|t5=a oder ol^O» o£=a; es wird daher zunächst 

lihstitairt man nnn S0 erhSlt man ebenso leicht 

''='"£'^f. V + ^v. . .... 

Die Gleichung 6. geht durch dieselben Substitutionen in die foi- 
^eode über: « 



1» 

Da es in einem bestimmten Integrale gleichgültie ist, mit 
f^tlthem Buchstaben man die Variable der Integration oezeichnet, 
>o darf man auch wieder x upd y iiir. $ und schreibea; wird 
ich zur Abkürzung 

« 

so ist nun .... 
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£0 b&tte zwar keine Schwierigkeit, die iDtegratiooen nach jf 
» indtni man die befauinte Formel lEbr 



für Ä=l-|-aa;^, k~ß in Anwendung brächte, man würde aber dac 
bei auf logarithmische Funktionen kommen und sich die noch 
übrig bleibende Integration in Bezug auf a: in eine sehr unbequeme 
Form stellen. Wir schlagen daher einen anderen Weg ein, wel- 
cher auf dem folgenden Theoreme beruht: wenn q>(r,a:) eine Jßlr 
«sr flieh amiullkeiide Fanktien heaelchnet, so gilt die Gleichung 

10. / dx J dyf{x,y) 

worin die Differenzia^ion von. 9(r»;r). in Bezug auf r partiell auf- 
zuführen ist *). 

L Um hiernach das lutegral in Ko. & au redoxiren» «elie« wir 
e« iat dann 

9(l,x) = l-ar, ^— j=l; 

nd mwh Sabatilution dieser Aoadrficfce 

/>= «6^^ * rfr^ ' <lr V I -f «a^ (in-«)». . 
Deich die Suhetitutioa ^Tssrc ergiebt aicfa hienme mmlehst 

fenier dmdi die jS n he tifaÜ a a r^=g 

und durch Urakebrung der Integrationsordnung 1 . 

*)■•■. mahl Haedhech d^r DiffereesialT ead lalegral* 
vechnliag* II. S. 164* 
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worin xar Abkihnnng 

n. «i»+/5(l-2)»=ii 
»9gef «• diM ninfacher oder wcnigiitaM emiq^eiidUhMr 

' Pzskßb J"^' dz J'J dQVr+ui 



wM« Mw tttnMit nun auf der Stelle, dass slcli Mar die hto- 



V 



wo Bau statt « sein Werfli ano der CHeiehung IL tm substituiroii 
wäre. Man kann aber aadi ti sogleich als neue Variable ansehen 
and uigekehrt s durch u «nadriiekeD. £• lal 4mm ans I(o. ILs 



Wenn fenier i=0 und x=sl gewrordea ist, bat u die entsprechea- 
dea Wertlie u^ß, aagenonmiea» a«d dahw ivt 



Welches Vorzeichen hier zu nehmen sei, entscheidet sich aus 
dem VerhiltDiaee tod a aad ß ao einander. Setien wir z. B. vor- 
aus, dasa «* die grSaate unter den Achsen a, 6, c ftlt ao iaf «<^> 
also die obere Integrationssränze kleiner als die untere, und, wie 
leicht zu sehen ist, wird dadurch das Integral an sich (d. h. ab- 
gesehen von + lab) negativ. Da aber P seiner Natur nach posi- 
tiv sein muss, so muss das Minuszeichen genommen werdea; 
•der es lat, woan man #e IntegrationsgrSnzen yertanaelit» 

Durch diese elegante HfvttuA reduzirt sich die ComplaiialioB aof 
blosao Qoadratar, die man bekaoatttch uniaer, wenn ancb 
wm aiherangaw^, anafftlrai ham. 

IL Um zweitena die Formel 10. auf das Integral in No. 0. 
sBaandea an klhmeo, aetien wir 
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•i ' 

68 wM dann 

und mithin nach F.onii«f ]0. und 9. ' 

Daraus ergiebt sich zunäcliöt för x=rz, wo z die neue Variable 
bewieimet, . ' 

Q=zab r\dr f'—^^yiTiii^^ 
' •/•o t/ 0 V 1— 

ferner durch die Substitution t^z:xq 

Q = ia^y^ ' JC ' ^ ^ + i^^ - ' 

und durch Umkebrung der Integrationsordoung 

wenn nSmlich rar Abkfirrang 

13. M = a22 4-^(1 — 2«) 

gM6lit wird. Fitfirt nifto mm Integration In Bezieinnig auf f 
aim, 90 ist ' 



ix 



I • 



BeiialteB wir « ab neae Vaiiable bei md drfl^en % dMh > 
ms, so wird vaeh No. 13., wenn a>6, ala« iaW, 



4/7^ 



und daraus findet man sogleich ; / .Üit " ^ 



^^^^ • . .w 



\ 
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Wenn ferner z=0 und 9=1 geworden ist, liut u die entsprecheu- 
4m Wioilfcö ß und a angenoiiimen ; so erhalten wir dann 



V(l 



oder durch Vertauschung der iDtegratioovgr&axMiy wodurch dafi 



UM ttkit aMflr «ItgMt Ivtakdie Torbfai für PgritedM Foimel. 
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Theorie der Aberration. 

Von 

deni Herausgeber. 



E i B I e I t II B g. 

In den au><fiihrli( hern Lehr- und Handbüchern der Astronomie 
vvird die Lehre von der Aberration haupts.ächlich nur mit Kü'clc- 
wkk auf ihren praktischen Gebrauch in aiQser Wistfenschaft dar- 
RttMt» imd dw AjBgmmerk ▼«rzuglich bUss auf die &itwtoke- 
nik% nOgUelMt beqoeoier Nfiheruogsformebi cor BestimmuniB; des 
Einflusges, welchen die Aberration in den verschiedenen Fällen 
( auf die astronomischen lieobacbtungeu ausnl)t, gerichtet. Abge- 
[ sehen hiervon hat aber diese Lehre jedenfalls auch für sich ein 
bedratendes theoretisches und rein wissenschaftliches Interesse, 
vnd bietet namwiHich ancli manche iotereeaante aeonietrische 
Geächtapttnkte dar» waa mich veranlasst bat, dieselbe in dieser 
Uhiidlimg euunal Ten dieser mehr theeretischen Seite ohne uo- 



SM ' 

« 

mittelbare Rücksicht auf ihren praktischen Gebrauch in der- Astro- 
nomie zu entwickeln, indem ich zugleich der Meinung; bin, daaa 
eine solche mehr theoretische oder geometrische Darsteliun«; auch 
sehr geeignet Ut, ein» rotht deutUdbe SSiMlelit hi die eigentlicbe 
Natur, des GegenslaiMles n vermUtdüi» liod daher auch für deo 
eigentlichen Astrooomen von Nufasen sein wird* Ich bin also m 
dieser Abhandlung absichtlich zunächst und ^nnz vorzflelich auf 
die Entwickelunsf (janz i^enauer Formeln, nicht blosser iSaherungs- 
formeln, und mit aller Strenge richtiger geometrischer Gesetze 
ausgegangen« habe jedoch dam ancli aech gezet^^t, wie tMk MW 
dieses gaas genauen Formeln auch mit Leichtigkeit beqiieaMM 
Näherungsformelo für den praktischen Gebrauch herleiten lassei^ 
l>emerke aber nochmals^ dass man diese ganze Abhandlung durch- 
aus mehr von der theoretische n als von der praktischen Seite auf- 
zulassen hat. weshalb ich mich für jetzt auch bloss auf die Be- 
wegung der £rde am- die 8onne and aof die Fiwlme beeehrtnJct» 
die Bewenang der Elrde um ihre Axe und die Planeten and Conae^ i 
teo dagegen einstweilen unberiicksichtigt gelassen habe, spSterhin \ 
aber vielleicht noch einmal auf diesen interessanten Gegenstand 
zurilckkotninen werde. Lebrigens hoffe icli, dass die von mir in 
dieser Ablmndlung entwickelten neuen Formeln %vegen ihrer Ele- 
ganz « aowle Oberhaopt aveh di« gaoie In ftboUdker Welse fHOm , 
necfa nicht gegebene Daratellvqpr, wohl die AafiBerluamkeit dm 
Leeer» einig«iuuMeB In Anepmeh m aebnen gaeigael aeln wavtak 

§. 1. 

In Taf. VL Fig. 9L sei jS ein Flislcni, der also seinen Ort 
selbst nicht verändert, und JE^ sei als Ort der sich in ihrer ellip- , 

tischen Bahn um die Sonne bewegenden, hier als ein Punkt be- 
trachteten Erde. Wenn nun die Geschwindigkeit des Lichts gegen 
die Geschwindigkeit der Erde nicht unendlich gross ist, sondern 
zu derselben ein bestimmtes, endliches, roessbares VerhältBlae 
hat, wie wir bekanntileb naeh ROmer's höchst aMrlrwÜrdiger 
Entdeckung in der That Mwiatfciea hereehligl aind, so wird der 
Beobachter sein Fernrohr, wenn er dasselbe nach dem Sterne S 
richten und diesen Stern wirklich in dem Fernrohre zu Gesicht j 
bekommen will, offenbar, indem er sich in ivu befindet, nicht 
direct nach dem Sterne S richten oder in die Mge der wmt ^ 
meh dem Sterne 8 geriehleten geraden Linie iS^S bringen dOr^ 
fen, weil ja, wenn er dies thun wollte, wegen der schnell in 
ihrer R.ihn forteilenden Erde, da das Licht das Rohr des Fern' 
rohrs nicht in einer vuHig als verschwindend zu betrachtenden 
Zeit durchläuft, dasselbe in der That gar nicht bis zum Auge des 
Beobachters gelangen könnte, sondern durch die Winde das wUt 
dem Beobachter zugleich aehneH forteilenden Rohrs anfgehallM 
Wid la aeinem geradlinigen Laufe unterbrochen werden wQrde, 
was nothvvendig in jedem Punkte der Bahn der Erde der Fall 
sein muss, so dass also der Beobachter den Stern überhaupt gar 
nicht zu Gesicht bekommen könnte, wenn er das Fernrohr direct 
nach dem Sterne richten oder genau in die Lage der von eeiaMl 
Auge nach dem Sterne mlehleten geraden Liiile bringen weMa^ 
Wae aber» wl^ gmgt» Alea mr ater der Annahme eder V m m m 
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setznng seine Richtigkeit hat, dass die Geschwindigkeit des Lichts 
gegen die Geschwindigkeit der Erde nicht unendlich gross ist, 
sondern zu derselben ein bestimmtes, endliches, genau messbares 
Verhäitniss hat. Vielmehr muss der Beobachter, wenn er den 
Stern wirklich zu Gesicht bekommen will, sein Fernrohr, indem 
er sich in Eq befindet, in eine solche Lage £0^0 bringen, dass 
ein von dem Sterne «S ausgegangenes und bei durch das Ob- 
iectlvglas in das Fernrohr tretendes Lichttheilchen, indem das 
in £^0 *" Lage EqFq gebrachte Femrohr von dem mit der 
Erde in ihrer Bahn forteilenden Beobachter parallel mit sich seihst 
fortgeführt wird, seinen geradlinigen Weg in dem Rohre, ohne 
irgend eine Hinderung von den Wänden desselben zu erfahren, 
völlig ungestört verfolgen, und mit dem Beobachter zugleich in 
einem gewissen Punkte E der Erdbahn anlangen kann. Es muss 
also in Eq das Fernrohr in eine solche Lage J5^o^o gebracht wer- 
den, dass das Licht die Linie F^E als einen Theil seiner gerad- 
linigen Bahn genau in derselben Zeit durchläuft, in welcher die 
Erde den Theil EqE ihrer Bahn, den wir hier seiner Kleinheit 
wegen ohne allen merklichen Fehler gleichfalls als eine gerade 
Linie betrachten können, zurücklegt, oder es muss die Lage 
£HjFo, in welche der Beobachter, um den Stern ä wirklich zu 
Gesicht zu bekommen, in E(^ sein Fernrohr zu bringen genöthigt 
ist, so beschaffen sein, dass die hier beide als geradlinig betrach- 
teten Theile E^E und EFf^ def Baunen der Erde und des Lichts 
sich eben so zu einander verhalten, wie sich die Geschwindigkeit 
der Erde in dem Punkte Eq oder E ihrer Bahn, — wobei man 
nur, was überhaupt nöthig ist, wenn diese ganze Theorie in allen 
ihren Theilen mit völliger Deutlichkeit und Bestimmtheit aufgefasst 
und verstanden werden soll, nicht unbeachtet lassen darf, dass 
hier alle in Betracht kommenden Grössen, absolut genommen oder 
an sich, ausserordentlich klein sind, und dass es hier überall nur 
aut eiMiliche, völlig bestimmte, und eben deshalb mit vollkomme- 
ner Genauigkeit m«»ssbare und angebbare Verhältnisse ankommt, — 
zu dor Geschwindigkeit des Lichts verhält. Dann wird das 
Lichttheilch« n mit dem sein Fernrohr nun ohne alle weitere Ver- 
nickung dor Lage desselben parallel mit sich selbst fortführenden 
Beobachter zugleich in dem Punkte E anlangen, der Beobachter 
wird in diesem Punkte der Erdbahn den Stern in dem Fernrohre 
wirklich zu Gesicht bekommen, wird ihn aber, da wir annehmen, 
dass das Fernrohr parallel mit sich selbst fortgeführt worden sei, 
nicht an seiner wahren Stelle oder nach der geraden Linie ES 
erblicken, sondern nach der Richtung des Fernrohrs EF, welche 
der Linie A'o/'o parallel ist, zu sehen glauben, und seinen Ort am 
Himmel natürlich auch nach dieser Lage des Fernrohrs beurthei- 
len und bestimmen, wodurch, da das Fernrohr des sich in E 
befindenden und den Stern im Fernrohre wirklich zu Gesicht be- 
kommenden Beobachters keineswegs wirklich nach dem Sterne 
Ä gerichtet ist, nothwendig Fehler in der Lagenbestimmung der 
Gestirne am Himmel entstehen müssen , anf welche der Astronom 
unabueixlich gehörig Rücksicht zu nehmen hat, so dass er die- 
selben hei allen seinen Rechnungen als ein besonderes Rechnungs- 
dement in Ansatz bringt, wenn die aus seinen am Himmel ange- 
stellten Beobachtungen und Messungen auf dem Wege der Rech- 
nufig ge/.ogenen Resultate auf diejenige Sicherheit upd Genauigkeit 
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lütteD Anspraflii imfcim dfiiiM, wuldie die Astrcw4wua oMifiit- 
M M iktem gegmwiftiffea ZoBtamäe der hocbsfen .tt—renninn 
mad. praktischflii Auabildiiog jadeofiilki m Ibrdem ▼bUkoinniMi 
iMtechtigt ist * 

Die HO eben ausführlich besprochene Abweichung des Fern- 
rok#8 von seiner lichtiseo Lage bei den a^stronomischen Beobacb- 
(uBgCD m&tmt man in oer Astronomie im Allgemeinen die Aber* 
TaÜioD oder Abicnrng, and iwar» wie es mir MheiDt, mit aalar 
galeni Grande und v5llig richtig, namenttich io neueier Zeit ni«i* 
stens ohne allen weiteren Beisatz; denn von einer Aberration 
oder Abirrung des Lichts zu sprechen, wie namentlich von den 
Physikern und in den physikalischen Lehrbüchern i ist durchgän- 
gig . geschieht, scheint, wenigstens bei der obigen, sich aber jeilen' 
mSm.'iim sehr vielen Besiefamigefi, inebeiondere dureb ihre gco«M 
Ehifiithheit, gewiss ganz besonders empfehlenden AatfiiMaii|fik 
weise der Saciie, der Natur derselben nicht recht gerafiss zu sein, 
indem man oflfenbar in der That weit eher von einer Aberration 
oder Abirrung des Fernrohrs als von einer Aberration oder Ab- 
irrung des Lichts sprechen könnte, wenn man absichtlich die 
WmSufigke|t der Auedrocksfreise durch Beiftlgung eines beson- 
dereii Zeumtses zu dem sdiliehten Worte Aberration oder /khr 
Irrung zu erhöhen beabsichtigte. Freilich werden nur hierin me 
Anhänger anderer Ansichten über diesen Gegenstand nicht bei- 
stimmen. Andere AutCassungs weisen desselben zu besprechen, 
gehört aber jetzt um so weniger zu meinem Zwecke und entspricht 
Miner Absieht« weil ich schon in der ElDleituo|; erklärt JhalNi» 
ditHs micli"bel der vorliegenden BehandhiBg und iJarstellung die* 
ser Lehre vorzugsweise das in derselben enthaltene geometrische 
Element interessirt, und ich will daher hier nur noch ganz in der 
Kiirze bemerken, dass der obigen Auffassungsweise ausser ihrer 
grossen Einfachheit jeden&Us auch noch der, — nach meinen An- 
fll^jblMi fber diese ttinge sehr grosse, — Vorzug vw «Ueii fibriges 
Auflassnngsweisen gebührt, dass sie* von einer hypothettaM^ 
Voraussetzung über die physische BescIiaflTenheit des Lichts ganz 
unabhängig ist, und eben deshalb eine vülUg strenge« rein f^oo" 
metrische Behandlung gestattet. 

Den durch die Lage EF des Fernrohrs bestimmten > also vos 
49t Abermilioii «der Abiming aifieirten Ort des Sterns 5 nswit 
man in der AstrenoBiie den scheinbaren Ort desselben» zum 
ünterscliiede von seinem durch die wirklich nai h ihm gerichtete 
Gesichtslinie ES bestimmten , von der Aberration oder Abirnmg 
nicht afticirten, wahren Orte, Alles natürlich bezogen auf den 
Zeitpunkt, wo die Erde sich in dem Punkte E ihrer Bahn belm- 
dsty osd wo in diesem Pnokte der Erdbahn der Storn dem Bosb» 
achter in seinem Fernrohre wirklich zu Gesicht kommt, d. h. wo 
die Beobachtung des Sterns angestellt worden ist, oder kurz auf 
die Zeit der Beobachtung, in was für Zeiteinheiten man dieselbe 
}iuch angeben mag, was uns für jetzt nicht weiter angeht. Die 
itoar Wiären und' sc' einbaren Orte des Sterns entsprechendeo 
sstronowisebss CoordinalBii des Stenw^ auf welche Vbenen fm 
Raums di a eeibn nsa auch bezogen werden mögen, heissen he> 
ziehungsweise seine wahren Coordinaten und seine schein- 
baren Koordinaten, und die Ableitung jener aus diesen, oder 
dieser ans jenen» macht überhaupt den üauptiohalt der gauzisu 
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Aberrationstbeorie aus, und gehört zu den Hauptgeschäften des 
rechnenden Astronomen bei der Anwendung dieser Theorie. ... 

* 

Da der Einflws» der Aberration , wie ihr Entdecker , der grosse 
ent^lische Astronom Bradley, zuerst dargethan hat, auf alle 
astrononiischen Beobachtungen sehr merklich ist, und deshalb als 
eine besondere Fehlerquelle bei allen astronomischen Rechnungen 
in Ansatz gebracht werden muss, alles Obige aber nur auf der 
Voraussetzung beruhet, dasü die Geschwindigkeit des Lichts gegen 
die Geschwindigkeit der Erde in den verschiedenen Punkten ihrer 
ßahn nicht unendlich gross ist, sondern vielmehr zu derselben 
ein bestimmtes, endliches, messbares Verhidtniss hat, so sind 
wir nun auch aus der, aus allen astronomischen Beobachtungen 
sich unzweideutig ergebenden Aberration, indem dieselben nur 
dadurch, dass man die Aberration auf eine strenge Weise in 
Rechnung bringt, gehörig zur üebcreinstimmung mit einander ge- 
bracht werden können, a posteriori zu schliessen berechtigt, dass 
die in Rede stehende Anniihme rücksichtiich der Geschwindigkeit 
des Lichts richtig ist, d. h. dass dieselbe zur Geschwindigkeit 
der Erde in den verschiedenen Punkten ihrer Bahn wirklich in 
einem endlichen, genau niessbaren und bestimmt angebbaren Ver- 
hältnisse steht, was bekanntlich auch schon Römer noch vor 
Bradley aus den Vertinsterungen der Jupiterstrabanten geschlos- 
sen hatte, und auf diesem Wege selbst schon zu einer genauen 
Bestimmung der Geschwindigkeit des J^ichts gelangt war, deren 
Richtigkeit späterhin durch die Aberrationstheorie auf die über- 
raschendste und schönste Weise bestätigt worden ist. Auf der 
anderen Seite liefert aber auch die Aberrationstheorie, welche in 
der Voraussetzung einer m irklichen progressiven Bewegung der 
Erde um die Sonne ihre hauptsächlichste Grundlage bat, den deut- 
lichsten und einleuchtendsten Beweis, dass die Erde wirklich 
eine progressiv fortschreitende Bewegung um die Sonne besitzt, 
und dass nicht die Sonne, wie es scheinbar der Fall ist, sich um 
die Erde bewegt. Denn aus der vorhergehenden Theorie ist mit 
völliger Deutlichkeit ersichtlich, dass die Erscheinungen der in 
den astronomischen Beobachtungen auf völlig unzweideutige Weise 
sich kund gebenden Aberration nur dann sich genügend erklären 
lassen, wenn wir dem Beobachter auf der Erde mit derselben zu- 
leicb eine proi^ressiv fortschreitende Bewegung beilegen, und 
ass im Gcgentheil diese Erscheinungen nothwendi^ ganz wegfal- 
len würden, wenn wir den Beobachter uns in ansoluter Ö,uhe 
denken wollten ; ja es würden sich selbst die Verhältnisse der 
verschiedenen Dimensionen der Erdbahn unter einander aus den 
durch Beobachtung bestimmten und auf bestimmte Maasse zurück- 
geführten Erscheinungen der Aberration ableiten lassen. Und da 
es jedenfalls keinen mehr einleuchtenden und überzeugenden Be- 
weis für das wirkliche Stattünden einer progressiven Bewegung 
der Erde um die Sonne als diesen giebt, so kann man in der 
Tbat sagen, dass wir, eben so wie bekanntlich die rotatorische 
Bewegung der Erde um ihreAxe, auch ihre progressiv fortschrei- 
tende Bewegung um die Sonne erst haben am Himmel aufsuchen 
müssen, um uns von ihrer wirklichen Existenz vollständig zu über- 
zeugen, welches nicht das kleinste der vielen grossen Verdienste 
ist, durch welche sich Bradley ein unvergängliches Denkmal in 
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den Annalen der Geschichte der AitrODOBiie vnd dtKiEktiutmk 
Schäften überhaupt gesetzt hat. 

Was wir hier bis jetzt bloss in allgemeinen Grundzügen dem 
Leser vor die Augen gefuhrt haben > wollen wir nun in den fol- 
genden Paragrapheu luit der Kraft der mathematischen Analyse 
Terfolgeo, mm vDMrer Darstellung dieses Gegenstaiides« wss eis 
Hauptzweck der vorliegenden Abhandlung ist» wenigstens zuerst; 
ohne uns eine Vernachlässigung irgend einer Art zu gestatten, 
den Charakter vollkommener geometrischer Strenge zu verleihen 
suchen 4 was gewiss besonders geeignet ist> eine völlig deutliche 
Einsicht in die eigentliche iNatur desselben zu bewirken und zu 
verfflittein. 



j. s. 

» 

Zu dem Ende legen wir zayOrderst ganz im Allgemeinen ein 
völlig beliebiges festes re^htwioMiges Goordlnstensystem der s§f 

zum Grunde, auf welches* wir die Lage aller Puiikf(3 im RamM 
bezieben. Die Coordinateii der Punkte Eq und E in Bezug auf 
dieses System seien respective A'o, Kq, Zq und X, K, Z. Die 
von der von dem Punkte E, als ihrem Anfangspunkte, ausgehend 
gedachten Linie EEq, v\elche wir der Kürze wegen im Folgenden 
durch 12 beseichnen wollen, mit den positiven TbeUen drciei; 
durch den Punkt E gelegter t den prliiutiven Azen der ^»Jh* 
paralleler Axen eingeschlossenen, loO^ nicht übersteigenden Win- 
kel seien a. ßy y. Femer seien q>, tj;, % die 180^ nicht überstei- 
genden Winkel, welche die als von dem Punkte E ausgehend 
gedachte wahre ^ nach dem Sterne «S gezogene Gesichtslioie ES 
mit den positiven Tbellen dreier auf dteselDe Weise wie vorher 
durch den Punkt E gelegter, den primitiven Axen der ar, zpacalleler 
^en einscbliesst Die Länge LqFq oder EF des Fernrohrs sei L, 
nnd (pi , 1/;, , Ii seien die 18(P nicht Oberstei senden Winkel , welche 
von den einander parallelen, als von den Punkten i^o > ^ausgehend 
gedacitten Linien ^o;^^, EF mit den positiven TheÜen dreier, 
cespective' durch' die Punkte Eq, E gelegter, den primitiven Axen 
der X, u, z paralleler Azen eingeschlossen weiden. Im AllgQpnd* 
OSO sina also nach dem vorhergehenden Pkmgraplien 9» ^5 j dfo 
sogenannten wahren, dagegen (pi, ^ die sogemooteo eobefah 
baren Coordinaten des Sterns S, 



Nach den Principien der analytischen Geometrie wird die 
Linie ES, oder vielmehr die ganze gerade Linie, von welcher die 
von dem Punkte E als ihrem Anfangspunkte ausgehend gedachte 
Linie ES ein Theil is* '^"-■"^ h^.^^a^ 
CodrdUwtensyslem der 



Linie ES ein Theil ist, in Bezug auf das zum Grunde gelegte 

9Bf* dnreb die Glelebungen 



1) ^-^ - y-y ^^-^ 

' cfmip ees^ eoox 



charaktsrisirt« Die Coordinaten des Punktes Fq sind offenbar io 
▼«Niger AllgeoMUeit 

X^irJ^tmfßi^ Fo-fXoMi^k Je-f-XrMik 



I 



* 



Mi wai wn PMkt ki 4m tMt MB liegt, m Mb«» «ilr 

ndi 1) die IbIgMfai GMdnngMit 



• • • 



C0«9 C«l^ COM} 



d «bw aacAi 4tn Principien der analyÜMlm Geonetria oüenbti 

iity «o •rhalten «He €iektaigeD 8) die folgeade Fomt 

j\ -fi <f08 tf -f Z> COS (pi Rcoaß -{- L coa^ Rcosy -f Xcogft 
" 's coe9 ca»^ .. co«^ 

Verh&It sich nun die Geschwiadfäwlt de» Liebte' M der Oe- 
•diwiDdigkett der Erde in dein Punkte E wie 1:1, le masg pjii^ 
im - wmmg t hmd en Pmgrephee 

■ 



ud folglich, da EEq=R, und naeli dem OliigeD und den PirliMl- 
fioi iiSt Mudytlecheo Geometrie 



eier 

6) (cos a -|- ^ cos 9i)^+(coa^ + cos ^M-(cosy-|--g.co0 p 



Wemi man m dee drei Gleichngee 

cos cos ipi cos p-|- ^ cos -^j cosy -f cos 2i 

in « I ST 1 ■' ■ ' ■ SZ— — " , 

(CM« + jcaf ipi)H<ooe/J + ~ co«^)»^(ceer + ^ ceeft)*»^^ 

Mdb die «ne 4er wmiylieefcee 4SemMiiie bekaonte fll e iih ig 

eeey^i- coe^-t- ceea^ s=l 

mauskt, so kann man, wie wir jetzt zuerst zdigea weHen» 
tie bekaimt angeoomeMeo C rfi e n 



, die Tiw CSrOsseo 

L 

Aus der drittea Gleichung erhält man, weil nach den Prlnci- 
pien der aDalytUchen Geuiuetrie bekanntlich auch 

ist. Dach g^rigai; Eatwickaiimg dersdlMiL lekslit 

Bezeichnen wir aber den , von den als von dem Punkte £ aus- 
gehend gedachten Linien EE^^ und EF ein<;eschiosiieneii> 180*^ 
nicht übersteigenden Winkel durch ao ist oacli einen bekann- 
ten 8atze der analytischen Geometrie 

6) cos 0| =s C08 acos ^'-f cos/^coe^ji -^eoeycoexi » 

wo also, weil 

«. ß» y; 9i> ^1* xi 

als bekantit angenommen worden sind, naturßcb ändh eine be- 
kamDte Grosse ist, uod folglich nach dem Ofa^n 



Bestimmt man ans dieser Gleichnug des sw^teD Grades die GiAsse 

^ auf Mutante Weise, so erhält man > ! 

7) i=: - cos e^±lVl -i»sinai* 

eder 

wot mm Boch • TorzAgBch eise Bf^timmuag nOtbig ift, welches 
Zeichen nmtt in dieser f ormel- «l. ndbmeB nsl^i »dw «of f si ymd e 
Art g^eben werden ksMi* 

Dan ProduGt der beidmi WsAe vei» ^, wekhe die'^> U iiiW> i 

gellende Formel liefert, ist- *• . .i 




OH nnHOIy VMM WW Mi MMMNB» MM f MMMf W W 

Mft Ist; «feto ekia negative GrUeee. Also haben 41« M4i» 

Werthe von , unter der riicksichtlich des i so eben gemachten 

Voraussetzung, immer entgegengesetzte Vorzeichen. Ist nun 
cosOj positiv« so giebt das untere Zeichen in der Gleichung 8) 

fär einen negativeo Werth, und man muM abain diesem Falles 

da ^ seiner Mator nach positiv ist» In di es e r Gleichung das obere 
Zddüen ndunen; ist dagegen eo«^ negatlry so giebt das .obere 

Zeichen in der Gleichung 8) liir einen positiven Werth, und 

man muss also, da nach dem Vorhergeheoden das untere Zeicheft 
einen negativen Werth für diese Grösse liefert , indem immer beide 
Werthe dieser Grösse entgegengesetzte Vorzeichen haben, auch 
in Lesern Falle das obere Zeidhen nehmen. Blan mnss ate immer 
das oime gifchen nehmen» d. bi man m«as hMier / 



. Jj 1 _ _ 1 • ■ « I:mi 

ö) ^«-.<sosei+j vXriRä»S? . 'S 

• 

setsen. Wfar shid blerbef Ton dem allein In der Natonr voi hom n lc n' 

den Falle, wenn i kleiner als die Einheit ist, an^^gangen, und 
wollen" nn^ liier für jetzt der Kürze wegen einer weiteren Betrach- 
tung des in der Natur nicht vorkommenden Falls, wenn t der .Ein- 
heit gleich oder grösser als die Eiobeit ist« eothaiten. 

Mittelst der Gleichungen ... • . 

tj L L 

cos a + -j^ cos cosjS + j^cost/;i cosy H-^cos • * 

COSfP CQS*^ J5sj \ 

und 

cos 93^ 4- cos 1/;^ + cos = 1 

erhält man nun ferner leicht« mit Beziehung der ohero und untern 

auf einander: . . ' 

• * • 

cos ^-T~^ COS Cpi 

co«9=4: 



y^(Gosa-i^cos 9>i)H(cosiS-^eestx)H(e<MH-S^ 



cas<j-fpcs«^ 



y (cos a+^cps 9>i)2-|-(po^^<|- gpos^i)H(cosy+ ^cosxi)* 



L 



Y (cosa+gcos9i)H(«w^+j[«w^)H(cos^ 



ikwi WgM wM liiriiiMg im obere — < tiatem ' 



I 



' Li - 

11) \ co8i|)=i:i(co8j5+gco8^i), 

wo sich mm wieder fragt, welche Zeichen in diesen Formeln am 
nehmen sind, worüber man auf folgende Art zu einer vuUig bi^ 
•temten Entecheidung gelangen ktton. 

Die Coordinaten des Punktes ^um Grunde ge^gr 

iw Coerdiiuktensystene der xyz sind nadi dem OUgea • ' 

2^;»•^XcM^> r^^Lcmi^^ , 

und die Coordinaten dieses Punktes in Bezug auf ein durch dec 
Paokt £ gelegtes, dem fwirnUifeii CoordtiialeMyeleme der 
paralleles System eiod also nach der Lehre Ton der Venmidlmm \ 
der CoocdlaaleiL; « 

Xfi'-X-i'LcoBfpx, Fo— F+ico«^i, Zq— 'Z-irL cos ^ 

eder musli dem Obigen: 

li{cos«-|-<2«cos9i, i2€os^-|-X(Cos^i| i2cos/-f--^co8Xi; i 

eder i 

* Ij Ii ' 

/Z(cosa-f ^co69|), Ä(cos/S+ jjcos^i), i2(cosy+ jcosxi)« 

, ... - ! 

Die Coordinaten des Punktes iS in Beauig auf dasselbe Syster'' i 
siqd, weiin wir der JKtae wegen ES^^ emen:^ • 

2looe9, 2Ccos^, Scoex; 

d. i. nach dem Vorhergehenden, wenn man för I 

cosy« eoe^« ceej 
ihr« Werthe aus 11) setzt: 

1 

. . ±»i(cosi3 + jcos^i), ^ 

L 
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und weil nun die Coordioaten von Fq uiid iS in Bezug auf eio durch 
den Punkt E gelegtes, dem primitiven Systeme der a^z paralle- 
le Coordioatensystem offenbar immer gleiche Vorzeicnen haben 
■taeii» MO ist ersichtlich» dsM man Im Vcfhetgehenden flbenll 
4ie ohem Zeichen nehmen» näch U) also 



eos9sl(een«^^een9i), 

12) ^ cos^as|(cosj?-f ^cos^i), ^ ' ^ 



cos 2 = 1 (cos y + g cos 2i) 



• * 



setzen muss. Führt man aber in dic«e Foimeln, fAr tk aeiaen 
Werth aus 9) ein» so erhält man ■ - - x 



coa^slfcona— cee^ooB^ -f- |cQa.9i V^l^-i^sin^^ 



9 



13) ^ cosifr s >(oea/}-eon«^ cos^ + j cea^* V l-<»sin ej»),. 

coaxssiCcaa/— eoa^^coexi +?cosxi V 1— sin Öi*); 
oder anch ' 

I, co«9=coa^ V 1 — t^aia ^* «f- l(cosa«- csa 6^ eeaf%), 
0081/;= cos V 1— i^sio ©i* + i(co8/3 — cos 008-^1) 
cos;^=cos;^ l-|-t^sin#|^4>t(coa)r--«co8 6^coa]^); 

wodurch unsere Aufgabe gelöst ist . 

Um diese Au^abe umzohebraB» d. h. vm ana 

ßf n 9# X 



lu findeo» hat man nach 12), wenn der Kilrse wegen 

i: 



IMtlil wird: 



16) 4~ 
L 

. ^ coa^=^ coa^ — coa«» 

L '' •*.'• 

^ cos^i cos^— ^«ea(9» 

jgcosxi =Hcosx — cosy; v,.. , 

IM XL ' 17 



1 • 

... 



SM 

alM« wann MM ^pn^rt uwl.addlH, weil 

"cos 9* + Cqp + COSjf^Ä 1 

= 1 + 1\2 _ 2ii (cos tfcosg) + cos /3c^t|i -f cosy cos x)- 

• . I . • 
Bezeichnen wir aber den tod den Lioten EEq und die wii 
OOS wie fWiher beide als $.on E ausgehend denken , eingescbles* 
senen, 180^ nicht übersteigenden Winkel dnrch so ist nad 
den Principien der analytiscbeD Geometrie 

' * 16) cos Cosa cos y +008 ß cos cos ycosx» 
nnd folglich nach dem Vorhergehenden 



od«r ' 
oder 



17) §=;yi+4*^öi,cosÄ, 



•\0 . 



VI 



18) J=-?Vi+>-V€isft. f 

Also/ ist nach dem yofber^ehjmden 

cos(p— icoscf 

cos-rf»— icosjJ 
1 V 1-1-/2 — 21 cos® . 

cos^ — icosy 

wodurch unsere Aufgabe wieder gelost ist 

§. a 

Wir wollen nun den Mittelpunkt der elliptischen Erdbahn al 
Anfong der xi/z, die Ebene der Erdbahn als Ebene der xv, un 
die Hauptaxe' der Erdbahn «is Axe der a annehmen. Dann fi 
im Vorlieri^ehenden offenbar y=90®, cosj— 0 zu setzen; un 
wenn wir die beiden Halbaxen der Erdbahn durch a« 6 besekl 
oen, 80 ist 
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die Gleichung derselben. Die Gleichung der durch den durch die 
Coordinaten A, F bestimmten Ort E der Erde an die Erdbahn 
gezogenen Berührenden derselben ^ welche die Stelle der Linie 
EUo v^Hifet«D kann, ist nach der Lehre von der Ellipse bekaoiitlich 

... ^ Y 

21) 



Bezeichnen ^vir aber die 180® nicht übersteigenden Winkel, die 
der eine der beiden Theile dieser Berührenden, in welche dieselbe 
durch deo Berfihmngspuofct E getheilt wird, mit deo posItiTeii 
Theilen dreier durch den Berfihrungspmilrt E gelegter, den pri- 
mitiven Azen der y, 2 paralleler Azeu einschliesst, durch a*, 
8', 90®; 80 ist Dftch den Prindpien der analytischen Geometrie 
bekanntUcb auch 

*T cos?" cos/J' 



oder 



' cosß' COSCf^ - 

™ JCcosjS'— ytQS«''^^ico8/3'— Fcos«^^~* 



die Gleichung der in Rede stehende Berflbrenden» und dnrch 
Vergleichung dieser Gleichung mit der Gleichung 21) eihftit man 
dnhef die heiden Gleichungen: « 



cosß' 



24) 



costt' ^ F 

jrco»j3'--Fco8«'— W 



(«der» wie oian hieraus leicht findet: 

j a2)cos/S' = J5:Fcosa', 

^ ) (F»— Ä»)eo•«'=sJ^Fcosj3'; 

und aus diesen beiden GleicbuogeD erhält man durch Division 
die Gleichung 



^) F«— 6*—Vcos/JV 



r 



erfoindet man mit dieser Gleichung die bekannte Gleichnng 

27) costf'^^-cosiJ'^Äl, 
io ergiebt eich . 



17» 
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X*—a* 

* 

Weil A'*~a2, r*— 62, wenigstens wenn sie nicht verschwin- 
den, stets ne^^ative Grössen sind, so haben weisen der Gleichun- 
t?en 25) offenbar cos«', cos/3' gleiche oder ungleiche Voraeichc«, 
jeuachdem das Product XV oegativ odf# »ositiT tot, !>• j«P*<*" 
dem die Coordinateo X, t ungleiche oder gleiche Vorzeichen 
haben. Wenn daher JT, F gleiche VerijBichen haben, so 19« .iM 
Beziehnog der obere nbd «wtern Vorzeionen auf ei»aQd«r . 



I 



' "V ^kF — 



29) , 



Wenn dagegen A*, ¥ ungleiche Vorzeichen haben, so ist mit Be- 
ziehung der obern und untern Vorzeichen auf einander 



Nehmen Wir jetzt die positiven Theife der Axen der :c und y 
so an, dass man sieh, um von dem positiven Theile der Axe der 
durch den rechten Winkel (a-?/) hindurch zu dem positiven 
Theile der Axe der i/ zu gelangten', nach derselben Richtung lim 
bewegen muss, nach welcher sich in ihrer Bahn die Erde 
und lassen wir die Winkel ß' demjenigen der beiden Theile 
der Berührenden der Erdbahn in ^em Punkte £, in welche die- 
selbe durch diesen Punkt getheilt wird, ents]>rerhen, der von dem 
Punkte E aus der Uichtuni; der Bewegung der Erde entgegoi- 

fesetzt ist; so wird durch eine leichte ßetrachtuna, die wirdWll 
leser selbst anzustellen überlassen, auf der SteUe echeUeo» dass im 

• 

144h. SteB».3len, dteB 

Quadranten der Erdbajin, diese Quadranten natürlich in Beziehuoc 
auf das zum Grunde gelegte Koordinatensystem geiioiiimeii>,5«»,ir 
Tespectlve 

positiv, positiv, negativ, negativ • 
-lat, weil nSmUeb Im Isten und 2teii Qnadranten offenbar 



Im 3teii and 4ten Qmldranteii 
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# 



CO0( 



3t6B Quadiaiiten: 

4/ ^ ^'-a' . 
'\ (X^-a«) + (r^-6a)'' 

im 4teii Qumdxaiitens ' • ' - « 



COS 



6i> 



Weil aber 



ab» 



af^-ifl+(F»-6*)*=^ — ^.^^ — 



• • • • 



U. Also M Back Am VvAvgihmlm im late» QwmMbMi 

««•C=-\ (jf*-«»)+(r»-6»>' 

* 



I 



I . 



IflteE. .^te» 3toii» itm 
QuadraDten die Coördinäteii 

respectfre 

pofiiüv, negativ» negativ« positiv 
positiv 9 positiv, negativ« negativ 
im Isten Qaadnofen: 

im 2ten Quadrantea; 



L. ». 



Im 3ten Quadranten 



g^ r • _ b^X 

• * i 

im 4teQ Quadranteo: 



C08a' = 



d. h. w Ut immer nnd in ▼SlUgm Allgwiminhtat; . ^ , 

Nim sind aber unter den gemachten Voranseetiangen die ^Vhltel 
u' , ß' offenbar mit den aus dem Obigen bekannten Winkeln a, ß 

identisch, weil sich beide auf die ais von E ausgehfBnd gedachte 
Linie EEq beziehen; daher ist in völUger Allgemeinheit auch 

Wdlaber ' '■ • - • 
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wenn wir die Exceotiiclttt 4er Erdbalm.-dllWsh 9 ^IPflWmili iAIm 
W Mdi 33) u Tdliigw AOgeiiieioheil 



•der 



oder aufib ... 
tW-n* 

• f * 

Den positiTen Theil der A:ie der x wollen wir jetzt, mte « 
bv Terstattet ist, durch die Spnne legen, so sind nach den be- 
kamiten Gesetzen der Bewegung dtor fiaiietea an die Sonne e,0 
die beiden Coordinaten der Sonne, «oid nach den Pondpien dar 

anaMischen Geometrie ist folijUch, wenn P das von der Sonne 
auf die durch den Ort E der Erile an die Erdbahn geief^ Be- 
rührende» deren. Gleichung uach 21) 

X Y 

iitf geßlite Peq^eftdilvl beiei(3uiet» wie maji leicht findet: 
•4» Mdi dem Qbig«i 



also 



ndfi^h 



L 
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p=b\r^4- 



1 \, 



Bezeichnen wir nun die Geschwindigkeit des Lichta dnrcli (5, 
die Geschwindigkeit der Erde in dem Punkte F. ihrer Bahn, des- 
sen CoordiDaten Y sind, durc& F; so U|.naci| dem Obigen 

: • •!» / (t( tiui \\ ti ;. 

also , •'.i*' 

y 

38) 

Ist aher die Geschwindis^keit der Erde in einem, beliebigen 
anderen Punkte JE^, ihrer Bahn, dessen Coorclinaten Jfi, sind, 
and jPi das von, der Sonne auf die Berühreiide der Erdbaho io 
diesem Punkte gefällte Perpendikel, so dass also nach' ST) 



ist; so ist nach einem aus der Theorie der Beweirunc: der Plane- 
ten um die Sonne bekannten wichtij^en Satze, nach welchem sich 
hei derselben dio Geschwindigkeiten des sich bewegenden Kör- 
pers in den einzelnen Punkten seiner Bahn umgekehrt wie die 
von der S«miie auf die dureh die' in Rede stehraden Paukte tB 
41^JBahD gezogene^ Bep!libren4en gefiUltw Perpend^el Ter^i^teo ^ 



folglich • — \. • X • ' - 

iratnu am aiaht, das», das P^odUct-^-. - 

^^oder F,V^^f:p^. .1.. . 

eine eonstante Grosse ist«, welche' vfir im Folgenden durch £^ 
bezeichnen, nnd daher« indem X|, die Ccrordfnaten ^nesga» 



1 ; 



*) Dieser Satz gilt bclcanntlich für jede Centralbewegiing, und fiodet 
sich z. B. elementar bewiesen in uicineiu Lchrbuche der PhftilCf 
mit Torzüglicher Rücksicht auf uiatliematische Begründaog« 
ErtUrTheil. Leipzig. 1845. §• 156. 8. 81ft. ; Ki» 
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kMkgm PaakMiMbr Sid^ii^ und F^^dleGeschwIiidigkeit der 
Eide üi dl — - - - 



diesem Md» beseiehiEta-/ ' < 



- y 



40) J^.yf.V?^'"^ 



setzen wollen. Dass diese Constante hios» von deo ElementeD 
der Bewegung der Erde tamidie ^np* «bhängt, und iiir Dimeii- 
scher Werth also aus den astronomischen Tafein berechnet wer- 
te loufn» Imncht hier wohi kaüm-iioch besonders erinnert an werden. 

Seilen wir aiier' femer ^ ' 



4 < • 



iib;iidirl^ *aidi K ^>üUMMe beitticbnei; Ist iindi «Mi* 
Vothc t yÄ anden» da aack 

also. 

• »• • • . i 

• • • 

und folglich nach 38) ; 



9 



eX 



Beieichnen wir jetzt die Entfenrangen des Punktes E der Erd-t 

bahn von den beiden Brennpunkten afersefben, in welchen die 
Sonne steht und nicht steht, d. h. die Vectoren des Punktes £ 
der Erdbahn in Bezug auf die beiden Brennpunkte derselben, 
rMpectiY<e<dnrch r und r', iso'lst nach' de» Prineiplen der analy- 
tiselien Geometrie, wie leMteflieRea wlidy-w«nn •alaD*BnrllelflfllD• 



8ieht^, dass wir obe« den'|Mi«liiven WMA der Ajo& üb m 
die Sonne gelegt haben : 

NiiB ist aber . • ' » 

;» • 

m 

aiee, wie man ieiclii findet:, * _ 
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' •' N 



Weil aber e<a und auch der absolute Werth von X nie 
grösser als a ist, so jst der absolute Werth von eX immer klei- 

nnd «0 aind daher ofenbar 



»1 



jederzeit positiTe Grtaeiu Alao ist 

folglich Dach dem Obigea - 

eX a^— eX 
also 

'.»"..• -r. . 

' . ic BeielchMD wir eben so die Eotfenmgeii dep Pooktea Ex der 
firdbahn von den beiden Bfennpunkteo derseUbfm, in denen die 
•tebl «ad niolit ateht, rtapeetive doieb i\ wd t^'; «e.Nit 



4Ö) 



eXi a*— cJTi 

• J? ' « • • 
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. ... , . .4«. F. \f ^ , 

WfiJ «»i^ WM* Äfif^ Ob^«n \a ur' s> .\ 



istr 80 ist auob^^^ 



! - . - ... .. : ■ . 



X 80 ISl 

50j 1008«=^^* tcos/3=— 



f.« 



• 



Wea G0i.7ss0 .i8t^ «o Ist nadi 0) un^ Xß) 

«OS tf «os^ 4- COS iJww 1^ , 

IaT bX 



y. '» 



53) 



Andi iat 
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und ". '• . •• ; *|. , ' 

i (cos ß — cos Si cos t^i) = — K^j^sin ^^^^ 9i ^i)' 



55) 



so wie 



54') 



und 



55*) 



cos a- — cos« ö cos 9 = —7=1= siD 9)-* H 7=r^ cos 9 cos tlf , 

b\ ßrr' ay rr' 

COSp — C08ÖC0Sl/^ = 7^ — Sintp* ;==C0S9C0S1//; 

ay rr' by rr' 



i (cos a — cos 6 COS 9)) = AT f ^ sin 9* + 1^^^^^^ ^ ^J* 
i (cos j3 — cos ® cos 1^) = — Ä^f — sin t|;^ + cos 9 cos t^y 



Wenn nun a , 6 , also auch 

e=:V^^^^=V(a— 6)(a+6), 

und die Coordinaten Jt, F des Orts der Erde in ibrer Bahn als 
bekannt aogenonimen werden, so kann man die beiden Hauptauf- 
gaben der Aberrationstheorie, von denen schon oben die Reue ge- 
wesen ist, auf eine sich keine Vernachlässigung irsjend einer Art 
gestattende Weise durch die folgenden aus dem Vorhergehenden 
sich unmittelbar ergebenden Formeln auflösen. 

Sollen aus den scheinbaren astronomischen Coordinaten g?!, 
7| die wahren astronomischen Coordinaten 9, t/;, 7 abgeleitet 
weroen, so kann man nach den folgenden Formeln recnnen: 

eX . eX 
r—a , r'=a-4- — ; ^ 



aV \ bX 
by rr' ay rr' 



cos^i = coscfcos9)i -fcosjScosi^i; 

cos 9 = cos 91 V 1 — i'-^sin 2(cosa — cos cos9|); 
cos 1/; — cos T/;, V'l — i^s\nSi^-\-i(cosß— cosö^ cosi/^i), 
cos X = cos xi V^i ~~ **sin ö** — i cos Gi co8%i. 
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Sollen dagegen aus dipn wahren astronomisch oti Coordinaten 
^, tp, X die scheinbaren astronomischen Coordinatcn <pi , , Xi 
abgeleitet werden, 8o kaau man nach den folgenden F^rmeiD 
itchneu: 



eX , eX 
r=a——-> r' = o + 



»J' ff 6A- . 
cos 9 — i cosc 

cosTi; — icoaß *».• 
cos% 

iVIan kann diesen Formeln leicht noch andere Gestalten geben, 
und sie zur numerischen Hechnung bequemer einrichten, womit 
ich mich jetzt aber der Kürze wegen nicht weiter beschftfWNi 
wiU, da e« mk in dieeer AbhaDÖluBg abefbanpt mehr auf die 
EntwickelvDg der Aberrationstheorie im Allgemeinen,' als auf die 
für den praktischen Gehrauch zweckmässigste Gestaltung aer pe- 
trefferMlen Formeln ankommt» worüber jedoch sjiüterhm noch 13.mi- 
ges vorkommen wird. 

Wir Wollen nun aber noch den von den beiden, «len wahren 
und scheinbaren Ort des Stfirns S in dem Punkte E der Lrdbahu 
bestimmenden Linien £JS und EF eingeschlossenen, IW» nlcbt 
«bersteigeiideii W&kel, welcher, dnrcb U bezeichnet werden mag, 
bestumneo. Za dem Ende haben wir Dach deo Principieii der 
anaiytiseheD Geometrie die Formel 

ts.S^=:cosj)pcos.yji + cosT/;co8^i + cosx®<*®Xi« • 
Abo bt nach 14), weil . , , 

cos 94- cps + CO« = 1 

mid 

cos = cos « cos 9>i+ €06^3 cos V;i+ cos y cos * 
tat, wie imm ieicfaft findet: 



Fmci Ist mcli 19), weil 

cos q>^ + cos + cos 1 

and 

POS 9=coBaco&^>f-cos/}co8^-f-co83rco8X 
ist> wie man leicht findet: • 



folgUeh 



Wep 



und 



tcos 



.» II 



, icos 0 =4L^ — — C081/; ) 
igff i$0 ' findet man leicht 



60) 



also * 



4 Ft' TöF KT \» 

61)^ sinÄ=:Ä'Y --(^^«»g»!-— cos^i^ . 
Auch ist nach dem Obigen 



62) tangÄ = ,_^^^, 



und folgli<% , . . . , ; 

63) tanga« ^ .„y r^-Xf 
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För 7 = 90*^ ist nach der diitten der Gleichungen 19), weil 

bekanntlich cosy=0 ust, cos^^^O« also folgüch 
Z=Zi o«^«'' Z—Zi=0. 

für x=0 ist offenbar (pr={\0^ und 1^ — 90«, ilbb CO«a=:(h 

UH^oh n^h. der.drit.teu der Gleichungen 19) 'l*^**',^ 

• • • I ' *i " ' ''• 



• . Ii 

:..;> 



• • • . 



66) COBJ[i=: 



so wis 



Audi ist io dioNm FaUe 

» 

Endileh M aveb nach dem Obigen in dieseni Falle 



n 1 1 



09) 



Ii 



■ 



». 



• • • • 



'•Ii 



Wäre die Erdbahn ein Kreis, was wenigstens nSheruogsweise 
der Fall ist, so wlrc in allen obigen Formeln r=r' zu setzen, 
wodurch sie einfacher werden. Die Ableitang der diesem Falle 
entsf rechenden Feimeln aus den obigen ist aber so einfach uo4 
^Mä, dass wk ate mgilch &m de^i L^er ;flbetlilssen k;»ntten.:\. 
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... * . • J. 4.- , • • * . 

Duroh ^inen beliebten Punkt im Räume > wofür wir jedoch, 
was offenbar Veistattet-Tst, der-ICinfachbeit wegen den Mittelfmiikt 
der Erdlwhn, d. h. den Anfang des zum Gmnde gelegten Coordi- 
natensystems sebcen wollen, denken wir uns jetzt mit allen bei 

der stetigen Bewegnng der Erde um die Sonne in den verschie- 
denen Punkten ihrer Bahn nach den scheinbaren Oertern des 
Sterns gezogenen Gesichtslinien Parallelen gezogen , so bestimmen 
diese Parallelen eine ihre Spitze in dem Mitteluunk*te der Erdbahu 
habende KegelflSche» welche wir jetzt einer nSlieren Unterenchimg 
unterwerfen wollen. 

' Sind X, y, z die Coordinaten eines beliebigen Punktes dieser 
KegelflSche, welcher in der dnrch deren Spitze gebende^: geraden 
Linie liegt, die der in dem Punkte E der Erdbahn nach dem 
scheinbaren Orte des Sterns gezogenen GesichtsÜnie parallel ist, 
90 ist offenbar 

1-, 



cos cos 1/^1 cüs;^ 
nnd fbiglich 9 wenn wir tOr 

4 

COS ^15 COS^i, COSXi 

ihre WerÜie aus 19) setseo i 

^ SL, - f. 

cos^-^icosa Gos^— fcos/} cobjj* 



wobei cosy = 0 gesetzt worden ist, nie es in Folge der im vor 
hergehenden Paragraphen eingeführten Specialisirung des Coordi 
natensystems bekanntlich geschehen muss. ^un ist aber 
dem vorhergehenden Paragraphen * 

ieoBa= K^z= 

« 

also nach dem Vorhergehenden ^ 



b (a^ - cX) cos - Kd^ Y 

^ (g^ — eX)y 

^ (a» - eA)co8^ + EbX 



♦ • • I ♦ 

cosj* ' 



Bestimmt man aus diesen beiden Gleichungen die Grössen 
so erhält man nach leichter Rechnung 
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. 28S 

a^{ycosi — -zcosi^) 



F«%|ieh ist 



. /;^-V (y cos X — 3= c» ^ 

nd wmI nim bekanDtlich 



ist, so erhalteD wb auf d«r Steiie die folgende Gieidnuig 
Kfigelfliche: 

70) c*(ycosx — zco8i^;)* + Ä*(«coirx — xcos^))* 

od«r 

71) ^£C0Sx--£C08qpy ^ ^y C OS X— ZCOS fpy 
ie jy cos 2 — s cos ^) -|- j ' 



biPicMt ata äber in der Gleiebeog 70) das Qaadntt mi im 
rechten Seite des GIflieilheitneieiMnB, so Wagt nui diene GW- 

ctagy wieil 

nt, auch selir ieicht auf die folgende Fenn: 

72) b I (ar cos % — a eos q>)^ + (y cos % — seos \ 
= 2Ke (y cos % ~ x cos + K%z^. 

Durch einen Punkt, dessen dlitte Coordinate A ist, wollen 
wir uns jetzt eino der Ebene der .ry, d. h. der Ebene der Erd- 
bahn, parallele Ebene gelegt denken. Sind dann /*, <jr, h die Coor- 
dioateu des Punktes^ in welchem diese Ebene von der aus dem 
Mittelpunkte der Erdbahn nach dem wahren Orte des Stema ge- 
Mgeaen geraden Linie, deren fBleiebungen 



ee8|p eoe^ coex 
•U, geschnitten wird, ao ist 

• Theit \I. 18 
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COS 9 C08^ 

als« 

coso) , cos Ii;, 

Legen wir iinn, um die Natur der Curve zu bestimmen. In wel- 
cher die Kegelfläche von der vorher mit der Ebene der xy paral 
lel gelegten Ebene geschnitten wird, in dieser Ebene durch den 
Pankt (fgh) ein dem Systeme der .ry puralleles Coordinatens>^tem 
der x'y, so ist nach iler Lehre von der V erwandlung der Coor- 
dinateo 

also nach dem Vorhergehenden' 



, , costf; , 



folglich 



ycoe)[— Acoe'^=ycoex; i 

und nach 72) ist also die Gleichnnir dos in Rede stehenden 
Schnitts im Systeme der .r'y' , ^^ obei man nicht zu i^orsehen hat, 
dass i=A EU setzen ist^ otfeiibar 

73) 6(a:'*+y'*)ces^=2Ji:eV«>«X+^***'* 




man leicht lindet, 
d. i. 

74) 6V2cwi3^»-|-(6ycosx— Ä:«A)*=iK%*Ä*. «j 

Nun lege man durch eiuen Punkt, welcher im Systeme der 
x'^' durch die i'oordinatea 

0 ^ « 

bestimmt wird, ein neues, den Systemen der ary und a;'y' parai- 1 
leles Coordinatensystem der a:"i/"; so ist nach der Lehre voaj 
der Verwandlung der Coordinaten 



Digitized by Google 



I 



267 



nnd die Gleichung des Schnitts im Systeme der af'^' ist tolgfich 
uacli dem Vorhergehenden 



75) 



£ä ergiebt sich hieraus« dass der SefaBitt ein Kreis ist, dfl0« 
8CB HalbmeBMr der absolata Werth der GrO«f e 



ist Die Coordioaten des MittclpuiikU dieses Kreises im Systeme 
dar j/y^ «bd padi dem VMergeheadeD ' 

0, 



^eoex' 

Bezeichnen wir also die Coordinateu des Mittelpunkts im Systeme 
der o^jZ dhrch Cr« Zf; so ist naeh dem Obigen 

cosj ' cos;j ' 6 cos 2 

oder 

Nennen wir die hier betrachtete Kegelfläche die Aberrations- 
Kegeifiäche, so ergiebt sich aus dem Vorhergehenden unmit- 
telber, das^ die Dn^trix der AherratioRS - Kegelfläche ein Kreis 
ist, oder dass die Aberrations • Keeelflftche enie MwOhnliehe Ke- 
IBttidMi iet, wie flie in der filemeDtargeomelifie MmdM wird. 

Die Gleichungen der Axe der Aberralione-XegelflSche im 
Syifeme der xyt seien 

10 ist nach dem Yorhergeheoden 



18* 



und die Gieicbaogen 4i&t Aze der Abeiratknift-&fl||Blfläclie «iod 
folglich t 



sc 7/ _ z 



d. i. Bsch 79) 



78) 



oder 



X by 



7») -^=__2 = 



Sind 2, 25, <E die auf gcvvölir)Iic1ie Weise genomoieiien 
etiflmaDgBwinkel der Aze der Aberratioos-Kegelificbe, eo aiod 



X 



_ y 



co8 2( cosJb cosC 

die Gleichungen derselben, und wenn man diese GleicYiungen mit 
den Gleichutiiron 78) oder 79) der Axe der Aberratioos-KegelAäellA 
vergleicht» so erhält man mit Hülfe der Gleichung 

C083* -f cos -f cos C*s=:l 

fiircos21, cos^, cosC die folgenden Ansdriirke, in deueA div 
obern und untern Zeichen sich auf einander beziehen : 



80) 



^ b COH^ 

^ -± y^^a ^ COS^ + Ä V ' 

-»^ 6€0S^-|-Jire 

^ * VT^« + ^b€ COS ^ + *M 

+ 2Ä6e cos ^ + iC'-^e» 



Durch diese Formeiii ist die Läse der Axe der Aberratioos- 
Kegetfläcbe yollkommen bestimmt. Die doppetten Zeieben habe» 
hier nur den Sinn, dass die Winkel 21, Ib» <L entweder dem einen 
oder dem andern der beiden Tbeile entsprechen können, in welche 
die Axe der Aberration« -Kegellläcbc durch deren N|titze getheilt 
wird ; die Lage der Axe ist aber durch diese Formeln immer voll- 
kommen bestimmt, wie schon erwähnt worden ist. 

Bezeichnet ö jeden der beiden 180*^ nicht übersteigenden Win- 
kel , weiche die Axe der Aberratioos-Kegelüäche mit deren Seiten 
eiuchlieMt« «o Ist ' 
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also» wie man mittelst des Obigen leicht findet: 

81) cos6=:+-p=^i±£^^~, 

also 

82) smgss - ^ ^ • 



ndfiilgUdi 



Man sieht hieraus« dass $ bloss von ^ abhängt« nimlich von 
9» X unabhängig ist 

« « 

Die aus dem Mittelpunkte der Erdbahn nach dem wahren 
Orte des Sterns gezogene eerade Linie, deren Gleichungen im 
piteUbmi Systeme der ayt bekauDtlich 

84) 



COS^I cos^ cos% 

sind, wolleD wir jetzt als die Axe der eines durch den Mittel- 
^onkt der Eirde als* Anfang gelegten neuen rechtwinkligen Goordi- 
natensystems der XiyiZi annehmeo. Legen wir nun die Axe der 
Xi dieses Systems in die Ebene der xy, d. h. in die Ebene der 
Erdbahn» so sind die Gleichungen derselben von der Form 

y = Aa:, 2=0. 

Da aber die Axe der Xi auf der Axe der ti, deren Gleichuo* 
gea sich unter der Form 

eosifr OOS« 

darstellen lassen, senkrecht steht, so haben wir nach den PiUiei- 
pna dec analytischen Geometrie die Gleichung 

'cosy ' cos9> 

4i. die GteidiMf 
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folgt, so dass also die Gleichungen der Axe der »i Im pfimlfhreii 
Systeme der xjfz oaph dem Vorhergehendeo 

' ' cosT/; ** 

gind. Bezeichnen wir aber die auf gewöbnliche Weise genomme- 
nen Rostimniuni^swinkel dieser Axe nnvh einer in der analytischen 
Geometrie hiiulii^ in Aiiu endimi^ iiiihrat Ilten Rezeichnunffsart durch 
Cxa:i), (yj^i), (i^i), so ist, weil die Axe der in der Ebene d€f 
liegt, offeDbar (zX|)sb9O0, eoB(zd\)=:0, und die GtelclmiigeD 
miserer Axe smd bekimiitlkh 

welebef« mit den Glelehm^n 85) Terglichen, auf der Statte m 
der Gleichung 

ce8( y:ri)_ cosy 
» CQ8{j;a:i)~ coe^ 

föhrt, werane sich mit Hülfe der Gleichungen 

üos 9*+cos ^ + cos ^ «1 

und 

co8(«^i)*-|-cos(y;ri)'s: 1 
sehr leicht die Formeln 

m) cos(a:arx)=db^^» ' (y^i)==+'5if ' cos(ari)=0 | 

eraeben, in deoen die obero und uutera Zeichen sich auf einan- 
der beziehen. * ' ' 

Bezeichnen wir jetzt die Gleichungen der Axe der im pri 
mitiveu iSysteme der x^z durch 

so haben wir nach den Prineipieii der analytischen Geometrie, , da 
diese Axe auf den beiden Axen der und z^» deren Gleichun- 

Seo aus dem Vorhergehenden bekannt sind, senkrecht steht« zur 
leetlmmang der Gonstanten vnd JS^ die beiden folgenden Glei- 
ehnngen: 



^ COSy C089> 



• I. 
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C0S5 ^ 
cos t^ß ' 

ais denen man sebr leicbt 
«Mit» so das« also 



die Gleichungen der Axe der i/| im Systeme der ^yr sind. Bp- 
zeichnen wir nun die auf gewöhnliche Weise genommenen Be- 
sÜmmungswiukel dieser Axe durch ix^fi), (yyi)» so sind 

die GldehuDgen d«r«elb^ auch 

C08(W|) cosCryO 

und die Vereleichung dieser Gleichungen mit den GleichiingeD 87) 
giebt sogleiQO 

eosCÖyi) CO« 9' coii(d:yi) coa^coej' 
woraus ferner mit HiUTe der ])0kaiuiteii ixieichuog 

Cos(a:yi)«+cos(yf/i)«+coa(zy,)»=l . 

• « 

leicht die folgeodeo Formelo erhalten werden: 

. cosqpcosY 

9jgti l i K m COSt/^COSJf 

coa(^ ÄTainxi 

in denen die obem und untern Zeichen sich auf einander beziehen. 

Wir, wellen ann Im Folgenden, w^a ofenbar genügt. In den 
Formeln 86) und 68) tiiaaB die ebem Zaielien beibehatten» imd 
damanfolge setzen: 

coa(«i^)=^j^» coa(3^4)=— -jjjj*, eoa(«i^)=0; 

- cos 00 cos 2 » ». COS Ii; cos» . ^ • , 

eoa(d»|) sscoB^» eoa(^) sscoa^» coe(«%)8;;sfiffljr« 
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Üann ist, weil nach der Lelire von der Verwaadluiig der CoorAt- 
uaten bekaDotlich allgemeia 

x=Xi cos (xxi) •4- ifi cos (fpyi) 4- H ^9^ (^^i) » 

« 

* =^ cos (txi) + cos {zjfi) + cos 



i0t: 



0080 cos 2 . 



Hieraus ergiebt sich aber mittelst leichter llechnung 

oostl^cosv . cosqp 

cos 0 cos z . COS Ii; 
3fca8t-icog»=-ar, H yi"^? • 

also 

(dp COS 2j — 2 cos 9)* + (y cos % — 1 cos = cos 3^ + yj* , 

wobei man nur zu beachten hat, dass 

cos 9* + cos 1/;* + cos 3?= 1» 
folglich * 

cos 9^-|-co8 ]^ 

ist Also ist nach 72) die Gleldmng der Abeiialioiis-KegellUkiie 

im Systeme der MhZi : 

• * '4 

90) 6(j^«co«x*+s!i*) 

•h,£^(3l^ Bin X- S| coeaEy*» 

• • ■ • 

oder, wie man imch gehdriger Entwid[dnig dieser GlelAms 
leieht findet: 



— SLKearj^i cos <p cos % 

— siD i^ifizi cos 

Denken wir uns nun die Aberrations-Keijelfläcbe von einer auf 
der Axe der z^, welche bekanntlich von dem Mittelpunkte der 
Erdbahn nach dem wahren Orte des Sterns gerichtet ist, senk- 
recht Stehende« Ebene gescheltten» und neonea'den Schnitt fan^ 
Allgesielnett den Aherfations-Kegelschnltt, so ist« wenn 
wir uns dessen Ebene durch einen Punkt, dessen dritte Coordi- 
nate im Systeme der XiyiZi durch hi bezeichnet werden mag, ge- 
legt denken, die Gleichung des Aberrations - Kegelschnitts im 
Systeme der ^itj^j nach dem Vorhergebenden: 

* 

oder, wenn wir dßr Kürze wegen von jetzt an 

6cos3j*, ' 

C iCecos gicos ](» 

J5=r- »i - 1» smx) cosx, 

setzen : 

94) ^i9+^yt*+aGri^-f'^+2jE^-fl^=0. 

Um nun diese Gleichung des Aberrations- Kegelschnitts zu 
dUcntiren, legen wir savOrdeiirt dnieh Aen ganz helfobigen Pmik^ 
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dessen Coordinaten im Systeme der xi^i deich pi, qi bezeichnet 
werden mugen, ein diesem Systeme paralleles Coordinatensystera 
der .Ti 'yi* , so ist nach der Lehre vcd der Verwandlang der Coor- 
dinaten 

und wenn wir diese Ausdrücke von x^fVi in die Gleichung 94) 
einführen 4 so erhalten >vu^ nach leichter Kechoung die Gleichung 

f)Se Coordinaten , des Anfangspunktes des Systems der 
Xi yi knmmeta nur Hi deti drei letetM CSlM«ni 'iHeter QfoMimg 

vor. Da min pi , f/i sich Im Allgemeinen bestimmen Issaeii, weno 
zwischen diesen beiden Grössrn zwei Gleichungen gegeben sin<^ 
so liegt der Godarike sehr nahe, diese beiden för jetzt an sich 
ganz willkiihrlichcn Grössen so zu bestimmen, dass zwei der drei 
letzten Glieder der obigen Gleichung, in denen die Coordinaten 
pi, qi allein Torkommen» verach winden, wedatch die In Rede 
'stehende Gleiehnnff heden^end mein facht werden wurde. Siena 
bieten sich nns aber ganz von seihst drei verschiedene Wege 
dar, indem wir die Grössen pi , entweder SO bestlmmeD kön- 
nen, dass die beiden Gleichungen 

f Cpi'{^Bq^^E=^Q\ 
oder flOt dass die beiden Gleichnngeii 

j Ap,^Cq^-\^D:=^0. 

^ / ^|>,HiB^i*+2C|iift + 2/^i>i-|-2üft+F=0; 
oder so 9 dsM 4ie Mden CHeielMi&gen 

erfüllt werden. Den ersten dieser drei Wege wollen wir als den 
einfachsten im folgenden Paragraphen nun auch zuerst betreten, j 

LSsea ivir;4i6 helden Gieichim^vi 

In BeBOf «if fi*nl« fWrwnto Crimn «pf^ so erteUw frir 



100) I 
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BD^CE AE-CD 

Beieichnet man den Werth« welcheo die Grösse 

die mftn aber auch unter der Form 

i. i. mgM 4er GteMmtgas MIO) aoter <ler Mhr «iitfacliMi F«ni 

darstellen kann^ erhält, wenn man in dieselbe für jt^, ^ Qife 
obigen Werthe aus 101) «inliUKt, durch so findet man BÄt 

J02) ^* 

Die Ausdrücke 101) und 102) liefern aber fiir ö^, A nur 
dann endliche TuUig bestimmte Werthe, wenn C^^^ÄB nicht 
▼•ifcbwiBdely ^ wenn 

ist, und wir gelangen daher zu dem folgenden Resultate: 

Wenn C^-^AB^^ ist, eo kann man die Glekhmig dea 
Abemtions-Kci^hiciiaitts immer auf die Fom 

103) ^:ri'«+j?iyi'3 + 2Cari>i'+^=0 

kingen. 

Der Fall, wenn C* — JÄsaO ist, erfordert eine besondere, 
BttradiCung, die aber jetzt filr'a Erste bei Seite gesellt werden soll ' 

Wir sehen aber schon, da^s die Grösse — AB für ansere 
ganie Üntersnchang von grosser Wicbt^elt Ut» und wollea die- 
selbe daher jetit aarSrdersI eutwickelii. / 

Nach 93) ist n&mllch 

ssirMoos^eosj^-^cos 9^(6-1- 2£sco8^—£^ sin 
•Im, weil 

eosf^os X* = cos X* — «»'^•©os 3^ — cos X* 



S7« 

oder » 

SS jr* (6*+^8iii^co8 - (6S-|-2Ar6e cos^H- i^cos^) cos;;», 
d. i. 

104) Jif=ca«;^iJ^>sin^— (ö-fJ'tfiMHi^)*!, 

mittelst welches Ausdrucks von C^—AB sich ieidit die Bedin- 
gungen aufstellen lasseu würden« unter denen 

C>-JjB=sO, oder €>--il«<0, oder C>— JB>0 

Ist 

Unter der Voraussetzung aber, dass 

C^—AB^O 

ist, «rMH man nittekt der Fonnehi 101) leicht: 

_ gßhi cos y cos (6 + coe^) 
(C^— ^B)sinx ^' 

d« wenn wir fiir — AB seiAen Werth aus 104) einfilhren: 



t 



i— . i^g^i cos y (6 -f A> cost^) 

sin%{ A-aa^sinx*— [b^-Keco^i^ff] * 
^ Ahl co s X ! cos 1/; — K(b^sin y^-f-c^cosy^)!^ 

oder, weil 

6^ sin X* + cos 9* 
ss6^(8iii2^ — cosy*) + a^cosy^sa^coey^-f 6^co8^' 

iets 

AVAi cos y (6 cos iji) 
^»"^ einxtl^^einx« — (6-|-ü'eoos^)>r 

ii/ij cos X I ^g cos 1/; — A'(a^ cos y'-|-6*coB i/;^)) 
^ sinxiÄ^tt^ sinx*— (6 + Ae cos i/;)«} 

Hieraach Ist auch 



106) 



lOTi ^ — _ . PCOsy(6 -|-A'gcosj^ 



qi cos X 1 6ecos^ — A (6^sinx^ ~^ e^oos 9*) } 
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oder 

10k\ ö^— $tM<p(b-i-Kecosilß) 

welches Verhältnis^ von hi unabhängig ist. 

Fcroer erhält man nach 102) mittelst leichter Rechnung 



d. i. 



_K^a'^bhi^ cos f 



und folglich nach 104) ^ 

Immer hinter der Voraii««etzupg« dass 

ist, in welchem Falle sich die Gleichung des Aberratioos -Kegel- 
schnitts nach dem Obigen auf die Form 

110) -«i*i'»+iByi'*+2CriV + -^=0 

liringeu lässt, legen wir jetzt durch den Anfang der Xi'yi, dessen 
( uordinaten im ISysteroe der iv^yi nach dem Vorhergehenden pi, 
iji sind, ein nenes rechtwinkliges Goordinatensystem der x^^vi, 
bezeichnen den von dem positiven Theil der Axe der.T]"mit dem 
positiven Theile der Axe der -a:/ eingeschlossenen Winkel indem 
wir diesen Winkel von dem positiven Theile der Axe der Xi an 
durch den rechten Winkel {x^yi) hindurch von 0 bis 360" zählen, 
durch ^, und nehmen den positiven Theil der Axe der y^^' so an, 
dass man sieh, nm von dem posltiireii Theile der Axe der xi" 
durch den rechten Winkel {xi''^") liiodoroh zu dem positiven 
Theile der Axe der yi" zu gelangen, ganz nach derselben Rich- 
tung bewegen muss, nach welrhor man sich bewegen muss, um 
von dem positiven Theile der Axe der Xi durch den rechten 
Winkel (^Xiyi)\nn^}iiQ\i zu dem positiven Theile der Axe der yJ 
tu gelangen; Dann hat man Dacn der Lehre von der Verwand- 
luDg der Coordinateb zwischen den Coordinalen der Systeme der 
»i*^* und SBiyi" die folgenden Bealehuiigen: 

a^' = Xi" cos l~yi" sin |, 
jUi ' W=s a?!*' sin { -f ifi" cos t 

Führt man diese Ausdrücke von xi , yi in die Gleichung 110) 
ein, «0 erhSlt mao.ntdi einigen leich&n goniometrischen Veiw 
naadfaii^seB - * 
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Iii) (AcosP^Babk^-i'UlmnlaMQifi''^ \ 
+(J«ioi»+Ätg«lP-2C«tt{oos|)y/« f 

SoH tum das dritte, xi'tfi' enthaltende Glied TerachwiodeD, so 
niiMS der Winkel { «e beetimnit werden, daee der Gleichung 

112) U-j9)8in2|— 2Cco82£=0, - 

d. h. der Gleichuog 

113) tai«2S=2^2{ 

rmUgt wird, welches jederaelt mSglich ist Beetimmt man also 
80, (lass dieser Gleicnung genOfft wird, so erhält die Gleichung 
des Aberrations-Kegelschnitls in dem «Systeffle der Xi"^ dio fof 
gende Form: 

lU) (^cos^ + Ä8in|«+2C8ln|cos{)Ä/'2 j 

oder 

U5) (iioosi>-fiBsia|>-f^6in2£)a^''» 

+ {ilrinP+ÄcosP-Celn2g)^''^^ [ =0, 

oder, wenn wir der Käme wegen 

^ i iV=-4einP+Äcos^»--2Csin^co84 . 

oder 

^ J J!f=^sinS»+J?oesg»— Csia2S 

setzeja» die Form ^ 

118) jia%»»+iyj^''»+ii=a 

Aus der Gleichuog 11^ erhält man 

tengt ^ 

l-:i»ng^3Pn' 

also 

tangS« + — tangt=l. 
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iracMH rieh 

119) taiigt=i 

ote aneh 

eigiebt. 

so Ist, wie man leicht üudet: 

« 

oder 

Es ist aber 

sin |2 = cos tang , 
und foig^h mcli dem Voifaei^ebesdeE 



oder 



Also i«it 



ein g» cos = ^ ^ 

Wollte man nun 

_ C 

■etees» 80 wSre nach dem Vorheigelieaden 

smj cos SlanglttsfaiP- i 2VM-iO»+4C» 
da wir doch vorher schon gesehen haben» dass ^ 



V. 



i«t Aho maas 



gesetzt werden* 

Führt mao aber die so eben gefimdeneD Atuclrikke mr. 

cos{*, sio|^, sin 4 cos £ 

in die obigen Ausdrücke voo Jlf und N 9fn, 80 erbSit man oach 
einigen leiohten Verwandiiuigea': 

121) \ 

Hieraus ergeben sich auch die folgeodeo Gleichungen : 
122) I Jf-i^=J:V(^-Ä)H4C«, 

Nach 93) ist: 

123^ 6(l+co83f!) + 2jKÄCoet-i^**«n:^» 

. * 

oder 

^ j^:-Ä=— 2iCecos^-6(l-i:?)8in;?; 

ferner 

125) (^~/2)2 + 4C« 
sB(6s!n:^+2iE^co8V— iC>fr8hi2')«>|-^*»*eee^eeea^ 

oder 

= 1 2ÄC cos t/; + 6 (1 — Ä«) sin j'» + 4Ä«c* cos 9*cos x** 

ff 

• ■ 

nnd folgUch« ireilj wie eich leicht leigea iXest, 

cos i|>* + cos 9^ cos ;i;^=sin 9* sin . 

■ 

ist: 
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113) id^Mf+^4C^ 



128) ^«+4C» 

_ * 

Weao BUD 

ist, so haben wegen der Gieichung 

die Grtissen 3t um\ iV offenbar gleiche V'orzeichen. Weil ferner 
ÄB^ C* und folglich das Product AB positiv ist, so haben auch 
A vod B gleiche VonseicheD. Mach 93j ist aber A poaHiF, und 
es ist folguch andb B, also anch A-^Ji posillF. Daher ist 

A-^B-t^ (A-^B)^ + 4C» 

jedenfalls poieiitiv, und die Grössen M und JS sind folglich nach 
dem Obigen beide positiv. Nun ist a,ber, weil — jiB<^<} \&X, 
ä nach 109) offenbar negativ. Also dod die GrSoaeD 

A A 

« 

beide negativ , folglich die Grössen 
I beide positiv* Daher können wir 

sldb 

, «fglflbt Weil Bim die Gleiehuiig 118) sieb aof die Fem 

I » * 



N 

bringen lässt, so Icanu dieselbe offenbar auf die Form 
TheU XL 19 
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«>m'<^):=' . .. - 

gebracht werden, und entspricht also In dienern Falle» wo C*—Aß <fi 
Est, einer Ellipse. 

Wenn daher 

lit/0O'7st' der Abemtfonä-Kcgelschrntt eine Elllpso. ' ^* ' * 
Wenn ferner 

Ut* so haben wegen der Gleichung ' ' ' ' . 

die Grussen M und iV^ offenbar ungleiche, V^rseicbeD. Also küa- 
pen wir - ••• • ^ 



setzen, wo die obern oder untern Vorzeichen genommen %verden 
müsse ienacbdenr M positiv eder negativ ist, da nämlich uach 
my%m «eiKegeedittt FaHe ä offeeber pdsillr ist. Also M 

* « • • • • 

und folglich » weil die Gleichung 118) auf die Form 

•• * . • 

» Tf 

gebracht weiden kano, offenbar ' ' 

SO dass also die Gleichung 118) im vorliegenden fUle', wo 
— AB^O iatf einer Uypeijbei entspricht* 

Wenn daher 

ist, 80 ist der Aberrations-Kegeiscbnitt eine Hyperbel. 

Dass pi , ifi die Cootdinaten des Mittelpunkts der Aberratioiis* 
Ellipse oder Alterrations- Hyperbel sind, braucht wohl kaum noch 
besonders in Erinnerung gebracht zu werden. 

In derKfine wq|l|B& wicwttwli nedrdenF^ hetniMrili 
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Die beiden Gieicbuugeu 98), nämlich die beiden Gleicban|;en 
■üd jedMtit «rftlll;, wen die beiden Gitldmigeo 

d. L die beiden Gleichungen 

erf&iit sind. Verschwindet aber A nicht, so sind dieee beiden 
GleicliiiiigeD jederzeit erffiUt» wenn die beiden Gleichuogen 

erfüllt sind. Du nun unter der gemachten Voraussetzung die Dif- 
lerenz dieser Gleichungen 

V t 

ist, »0 isind die beiden Gieichiingen 

jederselt erfidit, .wenn die b^den Gleichungen 

A^^-^C»qi^i-'2ACptfi^%ADpii'^CDf^'^J)»zx4^ 
%(CD^AE)qt^D»'^AF^Q; 

d. i. die beiden Gielchimgen 

(^/H + tVi+/>)*=0, 
2iCD'-'AE)qi-^U^'-AFszO; 

i * 

d. i* die beiden Gleichungen - 

Api-^Cq^-l-I^O, 

2(CD'^AE)gi-^I)ß'^AFsiO 

mMk ML Aas diesen beiden Gieidmosm eriiilt Mi 

J9« . 
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lA (A£ ~ CD) ' 

welche aber für pi , nur dann endliche völlig bestimmte Werthe 
nefern» wenn die Grosse AE^CD nicht verschwindet « wodurch 
wir mit llflcksicht äaf das Obii^ sa deiii Resultate g^lMrt wer^ 
den, dass im vorliegenden Falle, wo C* — AB=0 ist, wenn di« 
GrJJsse A, und auch die Grosse AE~CD nichf verschuindet j flio 
GieichuDg des Aberratioos-Kegeisclmitts immer auf die Form 

Aa:^"'^By^'^^r'^Cx^'y,' \ '2{Cp^ + + ^yi' = 0, . 

d. i., wenn man die obigen Werthe tob p|, ehnföhrt,' «vT die 
Form .... 

öiier auf dip Form ' ' ' " ' . 

also» i^eii AB=C^ ist, auf die Form 

134),(^V + Cy/}-^ + 2(4£;-C/>)^/=.0' . , . 

gebraclit werden kann. ' ' ' . 

Durch den Anfang der ^i'^/ wollen wir nun ein neues Coor- 
dinatensystem det ar/'^/' legen, den positiven Theil der Axe der 
Xi" mit dem positiven Tl^eile der Axe der lunammenfalit^ las- 
sen« und die d^rch die (xleichung 

m ^r' + t^!fi'=0.oder V=«-Jä' 

charakterisirte gerade Linie als die Axe der Vj" annehmen. Enf- 
sprecheo nun die Ct)or(litiaten ^i' , und ti , in den Syste- 
men der ai'i/i' und a\"f/i" einem und demselben Puiil^te; so iüt 
nach den Priucipien der analytischen Oeoiuetrie 

die Gleichung der durch diesen Punkt gelegten, der Axe der y." 
parallelen eeraden Linie, und die erste Coordinatc des Durch- 
schnittspunkts dieser geraden Linie mit der. A» oder opt' 

ist folglich 

« « ^ A 
Es fällt aher auf der atoUe in iw Ai«en, 'dtma diese enile Qm- 
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dinate unter den gemachten Votftucwetzuiigeii roit^'' eineriei, und» 
folglich 

oder J{,''=^ii'+tV 

■ ' ' ■ 

ist. Nehmen wir ferner den positiven Theil der Axe der Vi* auf 
der positiveu Seite der Axe der xJ an, und bezeichnen den von 
toMben mit dem poaHtven Theile der Axe der x^' eiDge0eUe«- 
seaen , 180^ nicht übersteigenden Winkel doreb fi» ee ist eÜBalier 
in TSttiger AUgeneinbeit 

Entspreeben nun Xi , yx' und Xx" » ffi" einem und demselben 
Punkte des Abemtioan«KiigeliteliBitt0t .«u iet nach dem Verber- 
gehenden 

. Ax^^-Axi^-hCyi', yi'=.Vi'«in;*; 

and nach 134) ist folglich die Gleichung dee AiieiratieneL- Kegel- 
schnitte im Syetme der x^yi" : 

136) Ä^Xx"^-\-^AE^CD)yx"siB^-0, 

Also ist im Torliegenden Falle» we C*'-^AB=0 ist, und die 
GrSssen A und AE—CD niebt vereebwinden» der Aberrntione- 
Kegelsclinitt eine Parabel. 

Wenn in diesem. Felle» WO A nicht vcfeehwiBdet, AM'**- CD 
verschwindet» aUo 

C«-Jil=0, AEr-CD=:0 

'bt, seiet 

' • • •« 

»i die Gleichung 91) des Abenatioos-Kegelscbnitts wird (bigüoh» 
wie mn leiebt findet» In diesem' Falle 

137) {Axi + C^i)2 + 2JJ (Axx + Ci^i) + AF=:0, 

Lust man diese quadratische GleichuDg In Beziehung «auf 
^-i-Clyi auf» so erbsit man 

wodarcb entweder ^ne gerade L^nie oder; ein SntaD 'zweier ein- 
ander paralleler gerader Xinien, oder gar keine Xinie» überbanpt 
gv bek geenetriscbes Object dargestellt wird; 

Weis A, und folglieh wegea der Gieiobung 

.... G^^ABi^Q 
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C verschwindet, so hätte, wenn auch ß verschw&nde * die 
Gleichung 91) die Form 

139) 2/^a^+2£^t^irieO, 

und stellte also eine gerade Linie dar. Wenn aber B nicht ver- 
scbwUel« 0o mftseep wir vermhen, die dritte djcr drei diep an- 
sedeatelen TransformetioDeo der Gleichung 94) id AnweMOiig sn 
hringeii. Die GieiohangeD 99) > oimlieli die GleiGkanigeii 

eind aber jederzeit ertiliit, wenn die beiden Gleichungen . 

L die beiden Gleichungen 

erflillt sind, wobei man zu beachten hat, daee B nicht yerschwiii- 
M. ' Die DlUbrens dieser beiden Gteichungen fait nbeir 

'2{CE-BD)pii^E^-BF=:Q, 

^ nnd unsere beiden ersten Gleichungen «lad alee ftjenbftr jederseit 
' erfiUlt« wenn die beiden Gleichungen 

d. well Cs=:0 Ist, die beiden Ctf^loboDgeii 

1^ Bqi^E=B, WI)pi^£^i^BF=zO 

eififflflr idnd* Ans fieee« beldeii Gtelebungen folgt 

> • Iii» 

W9) -^2^ S^i-r-.g* . • 

Ton welchen Ausdrücken der erste l^ür jti aber nur danp einen 
endliehen ▼Oilig bestimmten Werth Helen, wenn H tkM tc»^ 
schwindet. Dies also vemnsgeMt^, kann »ach dem CHilgeD ^' 
Gielchang 94) auf die Form 

oder viehnehrj weil A, C beide veracbwieden» 4¥f diie Fem' 

141) + ^2/)ari*=0 

* 

gebracht werden» nnd entflicht foigiilsb einer ParabeL 
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Wenn B Tefsahwindet, iwH mdi ii wid C Talwchwin 

• 142) ^^^i2 + 2£;^i-f F=0, 
«i giabt dncb AuflOrang nncli ab nnhriranfai CWüe t*- 

143) y, = g , . 

welche Gieicbune entweder eine der Axe der parallele gerade 
Lilie oder ein S]rstem sweier der Axe der a: paralleler gerader < 
Uen datatellt» oder gar keine geometrieehe Bedentang hat. 

Die weitere AneflUnrang dieeee «Gcjgenstandes w0rde dieee 

Abhandlung zu seht aasdehnen» toid kaAn auch füglich dem eig- 
nen Fleisse des Lesers überleben werden« Hauptsächlich würde 
es zunächst noch darauf ankommen, in die vorher eotuickelten 
allgemeinen Formeln für A, B, C, D, E, F ihre Werthe aus 
93} einzufübreo. w;a5 an sich keine Scbivierigkeit bat^ eben des- 
Üb aber fügloi gam dem eignen Fleisse dee Leeeis überlaMen 
weidw luflUI» 

f. . • . ' • • . 

s. 8. . ■ : ' 

Unter der Torametsanjg, daee K, und folgfich anck 

t 

eine sehr kleine Grösse i«t, wollen wir nun aoe den im Vorher- 
gehenden entwickelten ganz genapOT Formeln, indem wir nne bei 
denselben kleine VernachlSesigungen- gestatten, ein&ciiere NSke- 
nmgaformeln abanieiten suchen. 

WIM wir u d|tt FeoMlB 

eos^sseos 9>i VH— i^sin öi* + 1 (oos«**-fJos Bi cos <pi) , 
cos^=9ees5f»lV^ i^r^siB'6^i~^+ t(cos/3— cosOipos^i), 

cos % = cos %i V l --i^sin Öi'^ + i (cos y — pos cos Xi) 

alle Glieder, welche in Beziehung auf die sehr kleine Grösse i, und 
also nadi dem Obigen auch in Bmehnng auf die sehr kleine Gr^fdu^ 
JTfwi der iweltea Ordnung sind, ▼ernMhlfissigen, so erhalten' wir 

1' ^eon^=cdis9i-f i(coeix— cos9|Cos^), 
la^- j^'cos^sscosi/^x + iXcos/J— coi©i00st^i), 
»' \ co8x=^<>oS2| -|''>(cosy— co^O^cos^) 
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145) { co8a|; — cosi/;i=i(cos|5— »cos 0^ cost^^i), 
coii% — fif^Xi =i(co8/ — cos 6^cos2i)' 

NoD igt aber' OlMvhaupt ' 

C08«-*€oso9— .2siii4(«+v)siii|(tt— d) , 

und 

also • ' . : 

sin t (tft -|- v>= sin IC COS i(tt — o) — *cos ff sin t (ai— o) 

und folglich 

5= — siDt}siii(« — »)— 2co8i>sini(M— | 

woraus sich crgicht, dass man mit Vemachlässisung vod Gliedern 
welche in Beziehun«; auf die der Null sehr nahe KommeDde GrüMl 
IC — V voo der ssweiteu Ordnuog sind, 

costc — cost>= — (tt — o)8intt 
= — (ii — v) sinv 

oder ' 

costc — cose= (e — ic)siiiii i 

.=(e — tc)sinr ' . , [ 

zu setzen bececbtigt ist. I 

.COS«-- cos Si cos ipi 
^ ^ sm9>iL 

• -ß. 1 ■ . COSjg— C0S#|C08^ 



oder 



. cos y ^ cos Ol coaxi 

X— 5& =— t — ' ^ 



^ cos a . 

9— =i(cos Öl cot9>i--jg^), 

147) ^ 1*1-^1 =< (cos dl cot%-^j^), 

Ä * cosy^ 
X -Xi=i(cosÖiCotxi— g^).- 
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Aua den aw^^dam Oblgeü bekannten Gleichungen 



cos 





-Slcoee' 


cos t/; — 


-icos/3 






cos^- 





ccexi = 

erhält man ferner ^ ' * 

^. COSy—- lC0S«=5:C08 9>i \f l + i^ -5. 2ico8Ö, 

060^ ICOS ß = COS^I Y 1 + 1^ — 2/008 0, 

• • • 

und folglich mit Vernachlässisnmg von Gliedern, welche in Be- 
ziehung ^f I ojder auf K von der zweiten Ordnung sind: 

eo8^— tW8/7=eos^(l-*teo80), . 

— vCiw*x — icosy=cosiXi (1— icosö^; 
also ^ 

(cos 9—1 co^ «) (1 +1 cos 0) = cos g>i (1 — cos 6*) , 

(co8^— lcos/!0(l-f teo86)=cosi^ji (1— i^cosö«), 

(co8x — tcosy)(l-|.tco8d)=co8Xt (1— t*cosd«); 

folgBcby immer unter Verstattung derselben Vernachlässigungen: 

* 148) j cosT/^-— cost^i =t(cos/J— cosOcosi/;), 

woran« man, anf ganz fibnlicbe Art wie vorher. 

*• ■ . 

. C08 « — cos 9 C08 Cp 

ffli — ffi = » ; ^ , 

^* .\ amy 

\AQ\ } I . , cbs/?-"C080C08^ , 

149) <^^-y=,_iW- 2:^ 



oder 



\ f «cos y — cos Ö cos 2 

** * . siu^ 1 

! 
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9i — 9 = — t (cos ß cot » 

MO) ^ ^-*«_f(«.ec«tt-2^. 

erhält. 

Nach 53)^ ii5) uud 146; ist also . 

151) i:(~8iii^+^c«ivk«t^)' 

z - Zi = ^^"S: cos^i - — cos^i^ cotxi ; 
und nach 53) , 55«) und U9) Ist 

^—.9)= A^-^ 81119+ —cos ^cotyj , 

152) 1%-^ Jf =^ ^C^®^"** ^coaycot » 
Sollen aber 

« 

^» X— Ä 

oder 

io tSecunden ansf^drückt seiiij so muss man setzen: 

K /aV . hX '\ 

g, - 9?i = — jjj^a ^ ftjT«»" 9^ + — cos^i coty^ J , 

1 if /ijr mT \ 

1Ö3) < y — 12^(^^610^ -f-Ji^CM^iCOt^lJ, 

K faY hX ^ \ ^ 

■nd . • ' ■ ' 

' K faY . ' hX \ 
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WeU nach 59) -> 

• I 

sin Sl=^ 



V]+<>--^2(cos#. 

ist, so Ist, mit Vernachlässigung von Gliedern, die io Bttzlehuilg 
aal* i od^ K von der zvreiteu Ordoung ^ind« ' 

\ • > 

and nehmen ht^ himm die gm gesaiie Weichuttg 57), oo erbal- 
ten wir ^ 

155) sinA=l8indi, ^Sl^itAnB; 



oder 



156) OaSlzszK^ ^'.•20 01, «ioAs^^y^. sine. 



. • ■ I 



157) r?— „F 4\ 

5 • • 

▼on wddten Gleichungen die erste TOIIig geoan ist, bei der strei- 
ten Glieder, welche in Beziehung auf K von der zweiten Owdiimig 
sind 9 Temachlässigt worden^ sind. 

Für %=0 ist nach\^ uncl 69) mit yemachläss^gimg von 
Gliedern, die in Beziehung auf K von der aweiten Ordnung sind: 



15« ri«a-«y^'» »«-kV' 



und 



» . • ' I.» 



Hier ist nun auch <ler Ort, wenigstens in der Kürze zu zei- 
gen, wie . sich der Werth der Couüitante A aus den astronomi- 
schen BedbaefatuDgen der Fhcsteme ableiten ISsst. 

Hat man nämlich ein und denselben Fixstern zwei Mal zu 
verschiedenen Zeiten , fi'.Q< diä Coordinaten der Erde nnd ihre Ent- 
fernung von der Sonne oder ibr Vecio»«J?v Y*, q' und X", T^»^ 
sind, oeobachtet, und seine scheinbaren astronomischen Cooroi- 
naten w^' , i^i' , und 9.", ^" durch die geeigneten astro- 
nomiscnen UOilbmittei und Af^hoden gmessenj so hat man nach 
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dem VoilietgebendeD , wenn wie früher die wahraa 9$AxtmmAmi6bejk 
Coordinaten de« Stern« duirch 9« ^« x beielehiiet werden > die 
beiden folgenden Systeme Ten Gleichlingen: 

K faT' . .6^ ^ \ 
.^9>-9'i'=--^p(-^sin9>,' + ~,cos^'cat^^^ 

K nx' . • . «F , . A 



und 



9^91»=^ (^^«In^Ji" + ^ cos ti''cotyi''J, 

^ K faY" „ bX' ,\ , 



oder der Kürze wegen 
und.. . 

»-»»•=-an»^' 

wo die Bedeatong der Symbole 

/>', &' uqd Q", 
leidit Ton eelbet erhellen wird. Abo ist 

folgUdi. 
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oder 



« •• •> I 



K— -jpt ^_^ir sin V » 
A — ^/ ^ sin 1 



mittelst v^eicber Formeln also die Coostante 



8m r 



oder 



aus den Beobach tunken abi^eleitet werden kann. Dass sich aber 
auf diesem Wege nur durch möglichste Vervielfältigung der Beob- 
achtungen und genaue Berechnung derselben nach den in der 
Astronomie gebräuchlichen Methoden eine hinreichend ^^oMc. Clep> 
nauigkeit in 4er Bestimmung der obigen wichtigen Constante er- 
reichen lässt, vergteht sich von seirot», und gehört jetst wäter 
Dicht hierher« ' 

Hat man nun auch ans den bekannten Elementen, d^r Bewe- 
gung der Erde um die Sonne die Constante ilTi ndttelst der Formel 

^ • • • : • ,» « 

wo sich Viy Xi, ri , ri' auf irgend einen bestimmten Ort der 
Erile in ihrer Bahn beziehen« berechnet» so £ndet man die G.e- 
lehwindigkeit (B des Lichts mittelst der;.4ws dem ObigeO'hfftbuBHi- 
fcen Formel .«•?..' •{ • •/ / 

nnd die anf diesem Wege erhaltene BestSihmung der Geschwin- 
digkeit des Lichts stimmt auf eine niorkniirdige Weise mit der 
Inf ganz anderem Wege aus den Beobachtungen der Verfinste- 
-nngen der Jupiterstrabanten, abgelfiteteo Bestimmung dieser Ge- 
schwindigkeit übereiu. 



.§. 10. 



Wenn K so klein ist, dass man Glieder, welche in Beziehung 

luf diese Grösse von der zweiten Ordnung sind, ohne merklichen 
Fehler vernachlässigen kann, wie wir im Folgenden wieder an- 
lehmen wollen, so ist nach dem Binomischen Lehrsatze, wie man 
eiclit findet, ' • i * • 
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M 

(6« + 2J^6e tos i\> + KV)-k sar^r-a (1 ~ j: ^ cos o//) , 
und folglich nach 80): 

e. 

COS2( = d;COS9(l — Ä^cos-^), 

c 

. 160) < oMi^ss-i^co6'^(] -f^j'iin^teog '^)» 

durch welche Formeln 41« Ltge ^«r Axe der Ab0fMliew*Kcigei- 
fläcbe bestimmt wird. 

Ferner ist nadi 8^ mit* -demsetben Grade der Geeanigkeit 
wie yorber 

• *• • • • 

m) siitfssjr^sbiifr, 

«der such ' ' - 



162) d=zj^^sin^. 

/; ..liiicb iO*) iet. . . ' ' • ' 

163) C^-Aß^—b cos x^b + 2,Ke cos ^f) , 

und folglich offenbar oaeb dem Obigen /wenn nur cos y nicht Ter- 
schwindet, d. h. nicht %=90^ ist, der Aberratioos - Kjegid^fanitt 
unter der hier immer zum Grunde liegenden Vor:n!ss«et2ung, dass 
K eine so kleine Grosse ist, dass Glieder, welche in BeJKvig auf 
die^^lbe von der zweiten Ordnung sind, ohne merklichen Fehler 
▼emacblSssigt werden kennen, eine Eillpee. 

Aus 106) ergiebt sich zu,v<irderst 



cos q) 

^""""siBt(A-f-MÄÄMj5' 

" • 't Kehf cos t^j cos % 

» • . . • I . sin2(6-f2iCecos^)* 



also 



Ii . 



• • «•' »; 



Kehl coSQp nirC 
* iLcAicosi//cos2 ^ 



und folglieb 
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ms 




. t . 




= — K 1 cos CD cosec 

0 V 



Weil nach 109) die Grosse J iu Bezug auf K selbst von der 
zweiten Ordoung ist, so können wir, wenn J nicht wirklich ver- 
Mbwlodmi soll, wie-.es €|vfordeflich ist^ nur erst Glieder yemiich- 
ttssigen, welche fa» fieau^ asf J( Ton 4ee Mten Ordmmg elnd> 
and erhiilten, well 



Nach 123) ist . • * ' 

il — slirif — 2fir cos 1// ; 
imd nach 126) Ut 

V(il— -B)*+4Ca = 6 sin + 2J£«co8^. 
Also ist« wie ttai^'leidbt Met« 

^4-2?— V - B)^ + 4<l?*=26 cos X* ; 

nd 



— + VC3^/^ + 4C2=2C6siiix? + 2Ä«.cos^), 

Nehmen wir nnn, wie es offenbaor, ohne der Allgemeiobett zu 
sehadeo» lerstatlet «st» w dies (jrieichusig 119) das uotere Zeiches, 
80 ist 




ist« auf dkm Wel^ leMt 



1Ö6) J=-. 



lCVA,«coa3f 

— TS — 



f 



16l2>.taiii 
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«od wir m&uien imii nach 12ÜI) 



aUo nach dem VorbergebeudoB 
FblgDeh ist 



oder 



oder 



und folglich« unter der Voraossetiiuig» da» A| .positiv ist* 

160) J=Äj' J=5db«j^Wi . 

wo man in der aweilea •GleteKung chbs obere oderSditore Zeichen 
nehmen mnee, jenachdem cq« |»Q8itiv oder oega4? ist 



{. 11. 



Wir wollen nuD zeigen, wie die Coordinateo A', F der Erde 
vnd die Vectoren r, defnätbon beitebaet werden 4iAinen. Zu 

dem Ende denken wir ans dinch die Sonne ein dem Syi^eme der 
paralleles jCoordinatensystehi geleg[t/- und bezeichnen den von 
dem Vector r der Erde mit dem positiven Theile der ersten Axe 
dieses neuen Systems eingeschlossenen Winkel, indem wir den- 
seibeo von dem positiven Theile der in Rede stehenden Axe an 
dnreh den CoordlnatenwUbld^ des ' betreffenden Systems hindnreh 
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fw 0 bU 91109 ilUen, dmth A; «o sind ofSenbar in ▼Olliger AD-' 
geneinlielt 

reoBlf rsinX 

die Coordinaten der Erde in dem neuen Systeme, und da nun e, 0 
die Coordinaten des Anfangs des neuen System«» in dem Systeme 
der a:v sind, so ist nach der Lehre tou der Verwandlung der 
Coordinaten 

170) X=e-^rco8X, F=rsinA,. 

Bezeichnmi wir nun alMr die helioeentrischc Länge des Perihe- 
linms durch ü und die geopeutrische Länge der Sonne durch L, 
80 wird man sieh durch eine eioiacbe BetracbtnQg leicht öberxen- 
gen, dass immer entweder 

A-lrlSD^— (£-15) 

oder 

und folglich allgemein 

also nach dem Vorhergehenden 

♦ « 

171) Jr=e«-rco8(Ir*-ü), F:±i:r8in(£-S) 

ist 

Nun ist aber, wie wir aus dem Ohigen wissen» 



ako Int 



d. i. 



od folglich 



6* 4- er cos (I* — ö) 



**-a-.eco8(X— ö) 



Abo tot nach 171) » wie man lelebt findet: 



Well femer nach dem Obigen 
Theii XI. 
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wt, so ist, wie man leicht findet: 

•'; • ITlt -♦- -2rie cos (L- 5) 

Am leichtesten ergiebt sich aber natOrlich r', wenn man i 
hat» mittelst der Formel 

• . ' 175) /=2a — r. 

•■° Hbn kMB •Ml MMh die hMe» Foinwhi 

d. i. » 

17d) r'+r=2o, r*— r=2«— 7- 77 — -y. 

merken. 

Aoeh ist nach 172) und 174) 

« 

oder, wie hieraus leidet folgt: . 

178J ^' = g - ^ cos 5)* + g + 0' sini(L-5)» 

Ferner ist nach 17^ und 173) 

bX € — acos(X> — 5) aV a . 

oder 

18Ö) — =j— fCos(i— Q), •jj'=:j^sm(Z.— ö). 

Eine weitere Ausführung dieses Gegenstandes wird hier nicht 
nOthig sein. 



S. 12. 

Beaekehnen wir die wahre und scbefaihare Länse und Breite 

des Sterns, beide auf die ans der Astronomie hinreichend bekannte 
Weise genommen, diirrh Ä und Ä-i , Äi ; so wird mitteis 
einer einfachen geometrischen Betrachtung sogieicb erheUeo» 4aas 
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zwischen den GriltMn iL, Jb, 9, % und «wischen den CarOtMi 
^« ^» 9i9 ihi» Ii lolgenaeii GlMchimgen Statt fioden: 

cos 9=: cos (c3 — &) cosÄ, 
181) { eoB^=Bln((d-&,)coBj5p 
0082 sssinJb 



cos 9i ~ cos (6) — Äi) cos Ä| » 
182) { cosVi=m(<»-*At)o(MiJ&i, 
«MffStliVBtl 

mittelst w elcher also die Grössen «p, i/^, x und qpj , t/;i, leicht 
aus deo GrO«£ien J& und JLi, i^i > ^^o nie auch umgekehrt die 
GrGssen SL» Ib und S^, 75i leicht aus deo Grusseo tp, fp, i und 
£i> 'V^i' 2i gefanden w«rd«a MncK» was hier keiner WMtnren 
iÜiiitening bedarf. 

In der Einleltan|^ habe ieb neboii bemerlet» daaa ieb In dieeer 

Abhandlung die Theorie der Abcrrafion nidit dgestfich für ihren 
praktischen Gebrauch in der Aatrooomie darzoatellen die Absiebt 
gehabt habe, sondern mehr eine Entnickelun^ ganz allgemeiner 
und völlig !«trenj^er Formeln bezweckte. Deshalb sa^e ich jetzt 
aacb nichts weiter über die von der Bewegung der Lrde um ihre 
Axe herrflbrende AbemtioB and Aber die Aberration bei den Plar 
neten und Cometen, sondern verweise in dieser Beziehung aof die 
Mannten ausfilhrUchem^Lebr* und Uandbdcher der Astronomie, 
werde jedecb vlfllleM^t epiteribhi aaf dieeen Clegeaateiid swiick 
kmaen. 



20* 
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Heber die Best! mmbarkell; eines spli&- 

ri^chen Dreieckes durch drei Stücke, 
Yon denen zwei einander sesenfiber 

iiegren. 

Von 

Herrn Dr. Wilhelm Matzka, 

Profenor der Matlienalük xa Tarnow in Gatitien. 



I. 

Sind zur ßestiinmunc; eines Kiii^eldrcieckes von seinen seclM 
Stöcken (iSeiten üiirl Winkeln) drei gegeben, von denen zwei ein- 
ander gejien li h e r lieü^eii ; so tritt bekanntlich zuweilen ITnniüg- 
lichkeit, zuweilen Unbestimmtheit (Zweideutigkeit) ein. Zu erfor- 
schen und einfache Kennzeichen anzugeben, wann solches 
geschehe oder nicht, ist der Zweck gegenwärtigen Aufsatzes. 

Eigentlich sind hier zwei Fälle zu unterscheiden; es köD- 
nen nemllch 

entweder zwei Seiten mit einem GegenwinJcel» 
oder zwei Winkel mit einer Gegenseite 

gegeben sein; allein der zweite Fall lässt sich leieht auf den ersteo 
zurückführen, desswegen werden wir vorerst nur diesen ausführ- 
lich untersuchen. 

Dabei nWt wie sonst immer die Einschränkung, dass iedesi 
Stück des Dreieckes der Grosse nach z^^isehen 0 und 180*^ lieireJ 
Zugleich leuchtet aus der J^ichre über ( ongruenz der Kugeldrei-j 
ecke ein, dass ein solches durch drei derartige Stücke WMGil 
bestimmbar sei, sobald durch sie irgend eines" der Qbrieendrd 
Stücke, mittels Rechnung oder Zeichnung (ConstmctionJ TSlIid 
bestimmt werden kann | 

Seien nun bei einem Kugeldreiecke überhaupt die Seite nl 
durch a, b, c und in derselben Ordnung die ihnen gegMtttd 
stehenden Winkel durch tu» ßt y bezeichnet; und seien • I 
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gegeben: die znei Seiten a, b 

, mit dem GegenwioikeA a der erateren» deber 

in eucbeo: der Gegenxvinkel der zweiten Seite, 

die dritte Seite e, und der dritte Winlcel y. 

Die Berecliming jedes dieser drei zu 8iichcnden Stücke« 80 
wie auch die Zeichnung des Dreieckes, wird die Bedingungen der 
Möglichkeit und fiestimmtbeit de« Dreiecites «elbst u die Hand 
geben. 

Um jedoch unsere Untersuchung nicht zwecklos aus- 
zudehnen, und weil die Bestimmtheit und ]Müu:iichkeit von gleiclr- 
scbenkligeo, rechtwinkligen und Quadranten- Dreiecken onnebin 
leiebt zii beurtbeilen ist; werden wir nicbt nnr a und 6 uaeleich» 
jo d iwn aneb jedes Bestiramungsstflck reo Terscn ieden 



I 



2. 

A. Die ßcrerhnnniT des anderen Gegen winicel« ^ 
erfolg nach ,dem bekannten 5atze 

sin a : sin 6= Irin a: sin 

.... . , sinösina 
worauji man erhalt sinp — — ■ » 

Nuti sind alle hier vorkommenden Sinus , weil des Dreiecken 
Stücke zwischen 0 und 180^ lieeen, positiv, und kein Sinus kann 
M sein; mitliin ist das Dreieck mdglicb oder nnmoglicb» je 

" ^ h d fim 

sine entweder ^ oder < sin 6 sine ist. 

Zur Vereinfachung der Untersuchung kann man, weil sin 6 und 
sina, also auch ihrProduct positiv und ^1 sind, dieses Product 
doni Sinus eines Winkeis h gieicb setaen» nemBcb 

sin A= sin 6 sin« 

anebmen, wonach dann 

wird und Folgendes einlochtet ^. 

* 

1. Wenn sine < sin ist das Dreieck unmöglich; 

8. wenn sinesrctoA, Ist sfafjl=sl» also &=zW^, dabsr das 
Ibg hsck maglich» bestimmt and rechtwinklig; 



*) Man wird sich leicht nhcr7.eii<E;^en können, das« h der ans dem, 
die gegebenen Seiten a uud b vereiiiigendea Scheitel, auf die gegenüber 
liegnde Seile tmkredit gezogene griwte KreMbegea lit> 



Digitized by Google 



3. wenn siiia>sin/f , ist (last Dreieck zwar möglich, allein 
der zwischen 0 und 180^ liegende Winkel ß ist durch seinen Sinus 
za hestimnien, dess\ve£i<Mi kann er überhaupt zwei zu liSO^ sich 
ergänzende Warthe auuehmcu» und es bleibt daher noch zu unter* 
mchen, ob von diesen nur einer oder jeder genOp^e. 

Zur Entscheidung dessen wird der Satz dienen, dass 

Je nachdem die Seite 6> <a 

ist» auch der Whihel s^n mus«. 

rfc T\ • u • j !• u hcstiniint, eingestaltiff 

Das Dreiecir wird nemlich „i * „„.^' sein. 



wenn von den filr den gesuchten W inkel niügllchen zwei W^erthen 
ß und /3 ^^IH > oder <« i«t, ako wwu (m Ahskfcl 

auf Grösse) a sierh^lb ß ""^ 180«-^ liegt 

Dies Kennzeichen setzt {edoch wirkliehe (wenn gleich nur bei- 
linl^) Aaffreebnung beider Werthe von ß ^ oralls; es bleibt aber 
wiinscnenswerth , diese Ein- oder ZwoiLicsfnItiijkeit des Dreieckes 
sogleich an den drei Hestimmuogsstücken selbst zu erlienoen. Das 
vermittelt der Lehrsatz: 

„Im Kugeldreiecke ist die Summe ieder zwei Seiten mit der 
Sumnie ihrer Gegenwinkel in derselljen (irössenvergleichung mit 
180^4 d. h. zugleich entweder so gross oder grösser oder kleiner 

nämlich je nachdem 
iat, muss auch 

sein. Denn hieraus folgt unmittelbar, dass je nachdem 
ist, aach 

seiD muss. Daher schliesst man aus diesem und dem vorigen 
Veigleichangsaatze den folgenden: 

„Wenn eine Seite a eines Kugeidreieclm (binsicbtiich der 
Grtao) aulserharb andere Seite b und aaem Snpplenient 

180^—6 liegt; so Hegt aneh der OegenwHikel « der erstersB 
swischen ' 

ausserhalb ^^^^ Gegenwinkel ß der anderen Seite und seinem 

Sopplement m^-^ß.** 

Daraus folgt wm der Sehlasssatzt 
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Liegt (in AMeht auf Gruase) die sammt ihrem Gegen- 
winkel angegebene Kttgeldreieeksaeite a ausserhallb 

der anderen gegebenen Seite b und ihrem Supplement 

1800-6: so ist das Dreieck (wofern seine Möglichkeit bereits 

1 ' j X bestimmt 

oacbgewieaea worden) „„bestimmt. 

Merkwürdig ist aber noch, das8 jenes Kemseichen der 
Möglichkeit des Kugeldreieckes mit diesem seiner Bestimmtheit 
im Zusammenhange steht 

Ans sinA=sin6sin0 mid 8lo(ir<l folgt nemlich jedenfalls 
8lnA<sui6« 

Ist nun sin a> sin 6» so ist sicher auch siDa>sinAy also 
das Dreieck möglich; 

ist aber sina<sin6, so kann 8ina>=-^sinA sein, also ist 
diese Möglichkeit nicht entscheidbar. ^ 

Es fragt «ich jedoch noch, wie mit dieser Vergleichung der 
Sinus die der Winkel (Bogen) a und ö selbst zusammenhänge. 

Sei daher erstens- 

«in a > sin 6 = sin (180*^— b) » 

und sei 

I 

I. 6<90o, also IBO^-^b^W. 

Wenn nun a<ÜO° iist, somuss, weil von don zwei spitzen Win- 
keln a und b der grossere auch den grosseren iSinus hat, a>ö 
sein 9 daher ist 

wenn aber a>90^ Itit, so muss, weil von den zwei stuinpfeu 
Winkeln a und IW^«— 6 der grössere den kleineren Shras 
4i<180^— 6 sein, daher ist t. 

Sei 

IL 6>90o. also 180«-6<;90^. 
Wenn nun a<90^ Ist» so muss a> 180^^6 sein, daher Ist 

, wenn aber a>90" ist, so muss a<6 sein, daher ist 
i>a>90o>1800— 6. 

' Ist demnach 8ina>8in6, so liegt a swischen 6 und 

Sei noch zweitens 

sin a < sfai 6s:8hi (1800— 6) , 

und sei 
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. . 1. ö<^i^, also im^'^ö>9Qfi. 
Wenn ouu a<90^, so bt 

o<6, daher a<6<gO<'<1800~&; 
wenn aber a>yO^, so ist 

a > 180O— 6. daher a > 180» - 6 > 90«> 6. 

Sei 

II. 6 > 00», also 180»— 6 < 90« 

Wenn nno a<90^> so ist 

a<1800-6, daher a^läO«"— 6<90o<6; 

wenn aber a>90^, so ist 

a>6, daher ii>6>9(K>> ISO»— 6. 

Ist demnach siua<sin6, so liegt o ausserhalb b uud 
180O-6. 

Aber auch umgekehrt 

je nachdem o zwischen oder ausser 6 und 180** — 6 liegt, 

ist sina> oder <sin6. 

Denn es liege ersteDS a zwischen 6 und 180^— 6« und zwar sei 

Da nun von den zwei Supplementarwinkeln b und 180« — b 
noth wendig einer spitz» der andere stumpf sein muss» so kann 
Uer » BOT spitz, d. i. ä<90o, also mP^b>W sein. Weos 
Dun a<90^, so ist 

90o>a>69 daher sin a> sin 6; 

wenn aber a>90«, so ist 

90o<a<180o-6« daher sfaia>«hia80O— 6). 

Sei 

U. 6 >a> 1800-6. I 

Hier kann fj nur stumpf, d. i. b>^, also ISO«— 6<90ö . 
sein. Wenn nun tt<90«» so ist I 

W>>a>18Q0— 6, daher sin a> sin (1800—6); . 

.wenn aber a>dO«9 so ist . 

90o<a<6, daher sina>sin6. 
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Li*gt4*ajMck-»Bwiick«oiiHidl80*— ^ so iatriBtf>«iB6. 

Es liege zweitens a ausserhalb 6 und ISO^—b, und 
zwar sei 

L 6<a>180« — 

Ein >Viükel aber, der j^i^j^jp^ al*^ jeder von zwei Supplenieotar* 
wiokeln, von denen nothwendig einer spitz, der andere stumpf ist» 
muss unbedingt ^i^^^^ sein» also ist bier a nur stumpf» d. i. 

Wenn nun /><1)0«, also 1800-6 <;9Ü«, so ist 90%180O-6<;a, 

üliso sin a < sin (180^ — 6); 

Avenn aber 6>üü«, also lbü«-6<90<J, so ist 00*><6<a, 

also 8ina ^ sin 6. 

Sei 

II. 6>a<]80O— 6. 

Da liann a nur spitz, d. i. a < llQ^ sein. 

Wenn nun 6<9ao» also IBO^— 6>90o» «o ist ^>6>a» 
also sina<sin6; 

wefiri ahetff>m, also i80O-*6<90o» so ist 9(K'> 180<>-6>a, 
also, siiia <sin(16ü^- 6). 

Iiiegt demnach a ausserhalb b und lSCM^-^ft, so ist 
sin a< sin 6. 

Ans allem Gefundenen erschliessen wir nun Folgendes: 

I. Liegt n zwischen ö und IHO^ — 6, oder ist sin« > sin 6, 
so ist das Dreieck nicht blos muglich, sondern auch bestimmt. 

II. Liegt a ausserhalb b und 180^—6, oder ist slna^sin^, 

und ist 1) sin « = sin //--sin 6 sin«, so ist das Dreieck zwar auch 
möglich und bestimmt aber r ecfi twinkeli j^, ß = {\(y^; ist 
*i) sin sin//, so ist das Dreieck zwar niöp^iich, aber zweige- 
staltig ( II II bestimmt) ; und ist 3) sina<CsinA, so ist das Drei- 
eck unmöglich. 



3. 

B. Die Berechnung der dritten Seite c konnte nach 
der bekannten Gleichung 

cos a = cos a sin 6 sin c -|- cos 6 cos c 

luf mannigfaltige Weisen geschehen, indem man sine und cosc 
durch irgend eine und dieselbe Winkelfunction von c ausdrOebt. 
Passliche derlei Functionen würden sine und tg^c insofern sein, 
^Is beide jedenfalls positiv sein müssen. Da jedoch sine auch 
aoch <1 ausfallen muss» was zu untersuchen schwierig ist» so 
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Bleibt nur die tg^c, bei der eine soiclie üaterttuohiiBg aickl Bfithig 
i«ty al^ zfreckjiiiU»«ig übrig. 

Setzt mao aemnacb cos c = tgj^» * 8mc= x^tg|^* 
findet man 

Ut aber eioe Zabi ;v dureh eine sweitgradige GleiclmDg 

zu bestimmeD , und aiod Xx , x% die beiden Werflie tov eo iel 
belaumtÜcli 

aleo 

d^s — . 

Ist mm Bssxio:^ negativ, so iat D iedeofftlle reell» MnA 
die Wurzelvverthe ;ri und x^; folglich ist tod dieses der «Aue 
IKi^tiy» der aadeie negativ. 

Ist al)er B — XiX^, positiv, so sind D und beide Wiirzel- 
werthe nur so lange reell, folglich diese einstininui^, beide 

positiv, beide negcitiv, so lange B ist; sobald über 

Z^sil2-/;<0 wird, aind beide Wurseluertbe imaginär. 

Im gegenwiHlgen Falle bt 

«=tg4ü, 

jj.— « — eos b cos «2 ~ cos 6'^ sin //^ — sin a** 

^ cos a -\ cos h (cos a-|- cos 6)* (cos a -f cos 6)^ 
(ain6— sina)(sin6+sinfl) n* ,/ .ix e\n{b~ä)e\i\{a\b) 

= (casa-|-cos6y *S ^^"+^>= (cosa+coeAF ' 

^ sin — (sin 6 sin « == sin h)^ (sin a ~~ sin //) (sin a -f siuii) 

(cosa-^ coüÄ)-^ (c(töu -i-cos^)^ ' 

Ist nun B negativ, ist afoo 8lna>>sln6, oder sind tg4(6— -o) 
und lgl(ii + 6) oder 8in(6— a) und ein (a -1-6) entgegengesetxt^ Ist 

daher A^a^O nnd o + 6^i80o,. d. h. liegt er swi»chen 6 nnd 

180" — 6; so ist /> reell, sina> sinA=:8iniS»sina, beide Werths 
von tg*e sind retdl, aber nvr einer Ist peeltlv} nMin fert'das 
DhrekSk »lebt nIMn mUglleli» aondevn aneli beeflnmit. 
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ist dageseo B posliiv, ist also siaa<äD6y odsr sind 
tg|(6-*>s) und t8ri(a4'^) oder siD(6^a) und sin(a-f-6) eikistiift* 

nug, ist nemlich 6— a^O 6nd a-f6^18(K*, d.h. liegt a ausser 

b und 180^ — 6; und i^t andererseits 

1) smrt>sinA, so ist /), daher auch tj^'r reell, und die 
letztere erhält zwei positive Werthe, folglich ist das Dreieck 
inüglich und doppelgestal tig; ist aher 

2) sin« = sinÄ, so ist />=0, daher wohl auch tg^^ reell, 
aher sie erhält nur eirjen (gleichsam zueifachen) positiven Werth, 
folglich ist das Dreieck möglich und eingestaltig, insbeson- 
dere rechtwinklig (Tcrgl. 2 ); ist endlich 

3) sina<sinA, so ist />, daher auch tg^c imaginär» mit- 
hin ist das Dreieck unmöglich. 



4. 

r. Die Berechnung des dritten Winkels y ist nach 
der hekanoteu Gleichung 

sin 6 cot a=: sin 7 cot a -f- coBbcony 

eiosuleiten, indem man aus gleichem Grunde wie vorhin am pas* 
sendeten die tang^^}/ durch sie bestimmt. Auf diese Weise er» 
hält man die Gleichung 

A -sinacota^ , . sin(6— a) ^ 

daher 

^ sin (/> — (i) ^ (sing — s in h) (sin « -|- siuA) ^ 

"~sin(o4-6)' sin sin («V^)* ' 

mithin wird man wieder auf die bereits in B, gefuodenen Bedin- 
gungen und Folgerungen geleitet. 



6. 

/>. Die Zeichnung des Kugeidreieckes mittels der an- 
gewiesenen drei BestimmnngsstÜcke a, b, a iSsst sich In folgeo« 
der Weise ansfiihren. 

ZurOrderst constmire man (Taf. TL Fig. 3., Fig. 4. und Fig. 5.) an 
emem beliebigen grössten Kreise ACÄ'A In einem wählbaren Punkte 
A als der ersten Dreiecksspitze» den gegebenen Winkel a. Die 
an ihm liegen sollende «Seite b trage man von seinem Scheitel A 

auf jenem grössten Kreise bis C ab; so mnss, wenn man den 
anderen Schenkel zum Halbkreise bis nach A' erweitert, der End- 
punkt C, als zweite Dreieckss])itze auf dem Halbkreise ACA' 
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liegen, tveU ^C=6< ISO» ist. Um diese Spitze C als Mittel- 
punkt beschreibe man mit einem sphärischen Halbmesser CD oder 
Cd gleich der dem Wijikel « gegenüber liegen sollenden Seite a 
einen kleineren Kreis DdDx so muss die noch zu suchende dritte 
Dreiecksspitze B einer der Durchschnittspunkte dieses kleineren 
Kcefses mit dem Halbkreise ABA* sdn, wofern es einen eolcten 
Durchschnitt gibt Um dies zu untersuchen» sei 

I. ff<6 aber > 180« — 6, nemlich CD<,CA aber Cd> CA'. 
Da nuu liegen (Taf. VI. Fig. 3.) die Grenzpunkte A und A' des 
'Halhlcreises ACA' dies- und jenseits des ideineren Kreises DBdB 

auf der KugclHäche, mithin rauss der sie verbindende Halbkreis 
ABA* diesen Kreis noth wendig: , aber nur in Einem Punkte B 
schneiden, der sofrtrt di(» dritte Dreiecksspitze ist, und darum 
zur Vervollstiindigung des Dreieckes mit C durch die Seite 
BC=a zu verbinden kommt. 

Aehnlich würde man sich benehmen, wenn n b aber 
<180^— wäre, wozu nur die Punkte A und A' u^^ter sich zu 
vertauschen kämen. 

Das K u g e 1 d r e i e ck i s t d e m n a ch , wenn « (der Grosse nach) 
zwischen ö und 180^—6 liegt, jederzeit nicht blos möglich, 
sondern auch bestimmt, wie gross auch der Winkel a sein mag. 

t II. Ist dagegen a < /> und < ISO»— b , nemlich CD < CA und 
-^CA* i so befmden sich (Taf. VI. Fig. 4.) die Grenzpunkte A 
und A' des Halbkreises ABA' auf nur Einer Seite des kleineren 
Kreises DBdD auf der Kugel fläche, mitbin muss der Ualbkreü» 
ABA* selbst diesen Kreis nicht noth Treu die treffen; senden 
ob und wie oft er ihn treffe', hifngt von dem Winkel «r und sohiD 
von dem senkrechten sphärischen Abstände jenes Halh- 

kreis es ABA' (nicht Vollkreises ABA' A) vom Mittelpunkte (' 
des kleineren Kreises in der Hinsicht ab, ob dieser Abstand ent- 
weder so gross oder kleiner oder grösser als die aus C au.*-l;iu- 
fende Seite CB=:a ist. Denn der vom Punkte (■ aus au »ien 
Halbkreis ABA' senkrecht geführte Kreisbogen CE=ih Int be- 
kanntlich , je nachdem a spitz oder stumpf ist, iüeiner oder f^rüs- 
ser als jeder andere gleichfalls aus C an diesen Halbkreis (also 
schief) geführte Kreisbogen CB; und zu jedem solchen schiefen 
Kreisbogen CBi gibt es. einen, aber auch nur £inen ihm glei- 
chen Cß^, 

Ist nun 

1. die Seite a — hj so wird der mit ihr als sphärischem 
Halbmesser um die Spitze C beschriebeoe kleinere Kreis D'Ed'l/ 
den Haihkreis ABA' nur in einem einzigen Punkte JC berühren» 
der sofort allein die dritte Dreiecksspitze sein nuiss. Dies einzig 
mögliche Dreieck ACE ist souach bei E rechtwinklig, daher in ihm 

sin a sin A = sin 66in «. 

2. Wenn rt> A, also, weil hier n, als unter h und 180*^—^ 
liegend, spitz sein muss, sin sin// ist, muss der mit a als 
sphärischem Halbmesser um C beschriebene kleinere Kreis DdD 
den Halbkreis ^IBA' in zwei Punkten ßi und schneiden, vW 



Digitized by Google 



309 

deuen sofort jeder die dritte Dreiecksspitzc sein kann. Das er- 
haltene, folgiicfar nrtlgliclte Dreieck ist daher depp'eljgestaitig, 
ABiC und AB^C, 

3. Wenn endlich a<^ h, also, weil Iiier a <90^ i^it, sina<sinA 
ist, 60 liegt der mit a als sphärischem Halbmesser um 6* beschrie- 
bene kleinere Kreis D'WD' ganz Iniierhalh des von dem kleine- 
ren Kreise H'Ed'D' besrrenzfen Knir« lahschnittes, und kann folg- 
üch den Hallikreis ABA' gar nicht treffen. Darum ist ein 
Dreieck, welches die Bestimmungsstücke a, b, a enthält., gerade- 
iiiti unmöglich. 

Gleiche Bedingnisse und Fols^en werden sich ergeben, wenn 
a>6 und >18Qo— 6, also «>9U" ist, wie Taf. VI. Fig. 5.. au»- 
Meist. - 

Das Kugeldrciork ist daher, wenn a (der Grosse nach) 
ausserhalb b und 160^—^6 liegt, und wenn andererseits ' . ' ' 

« 

1. sin<ir=sinA = sin6siQa ist, muglich, bestimmt aber 
rechtwinklig, dagegen 

% wenn sma>sinA ist, zwar mj>gllch uber do|)pelge* 
stattig, endlich 

3. wenn sina<sinA ist, ganz unmöglich. 

Anmerkung. Von den viererlei Untersuchungen (2 — 5, 
A. — D.) dürften die zweite und vierte die einfachsten und vcll* 
ständigsten sein. 

6. 

Der zweite Fall, wo das KuLcldreieck durch zwei Win- 
kel of, /J und die Gegenseite a des erstere» bestimmt werden soll, 
lässt sich sehr leicht auf den ersten Fall zurückführen mittels des 
folgenden, in der I^ehre von den Supplementardreiecken begrün- 
ieten Lehrsatzes*): 

Besteht zwischen den Seiten und Winkeln eines Kugeldrei- 
ickes eine ßeziehungsgleichung oder -Ungleichung ; so geht aus 
Üeser eipe ebenfalls richtige solche. Vergleichung hervor, wenn 
aan statt jedes dort vorkommenden Stückes des Dreieckes das 
Sopplement seines Gegenstückes setzt.*' 

Man wird ncndich im \ orhergehenden nur a in 180^ — «, ^ in 
I80O — ß 1111(1 in isQo — umwandeln. Da nnn In den hier ee- 
andeoen Beziehungs- oder Bedingungsgleichungen und -Unglei- 
shungen blos die zwischen 0 und 180^ enthaltenen DreiecksstOcke 

ind ihre Supplemente, oder von ihnen ihre Sinus vorkommen; 
nd weil solche Snpjdenientswinkel einerlei und positive Sinus 
laben, so ist leicht ersichtlich, dass alle oben gefundenen Schluss- 



>*) Man vergl. o. k. meine Darttelimig d«r sphir* Trigonometrie in 
ifiner Ueberarbeitung von Vega^s Vorlei. ob. d« Bfathsmatlk« 'S. Bd. 
Vlen (1835;. 2. Antg. 1848. ^5. 
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•rgebnisse aatb dann nodi geÜn mfiMen» irmi wum die 
Witte M86iU*« vnd »»Wiakel'^ onter sieh Tcrtaiitoht 



7, 

Fassen wir aam Aliadblasa ond aar Uebaraicht fldtanmt- 
Qdie Ereebnisse unserer Forschangea kars sasanuaaa» sa erlial« 
taa wir folgaadea Sata; 

„Soll ein Kugeldreieck durch zwei irleichartige Stucke a, b 
und durch ein (ungleichartiges) Gegeu<»tück a des einen (ersteren) 
beatimmt «varden, aad wUl aiaa erroracben, ab daa i>relack iigg* 
lieh and bestimmt sei oder aicbt; so wird maa vorerst jeaaa aana 

mit seinem Gegenstucke gegebene Stück n mit dem anderen 
(gleichartigen) b und seinem Supplemeate Ibü^^Ä» oder aiaa mit 
sin 6 vergleichen. Wenn nun 

L a (der GrSsse nach) zwischen b und 18(P — b liegt, oder 
weaa ^a^sin^ ist; so ist das Dreieck nicht allein möglich» 
«oadara aach bestimmt (eiogestaltig). Wenn aber 

II. a (der Grösse nach) ausserhalb b und 180^ — b liegt, 
* oder iraan suia<sia6 Ist; so muse man aoeb daa Pradaot 
aiaAaiaasslnA (wo- rosa die HilfsgrOsse h gar aisht etat aa ba* 
atbamea biancbt) mit alna vaiglQielien. Ist da 

1) sina = sinA, so ist das Dreieck auch noch möglich und 
bestimmt, aber insbesondere ist des Stückes b (vegenstück 
/3=9()0; ist aber 

2) sina>siuA, so ist das Dreieck zwar auch noch möglich, 
abjBT anbestimmt (doppelgestaltig); Ist endHeb 

3) siBa<sinA, so ist das Dreieck geradezu uomögiieb.'' 



• 
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Heber 

«e Tfeii^liiiiff won Dreteekeii« Trapeaeiit 

Pyramiden und Kegeln nach ^eg^elbe- 
nen Verhältnissen durch' Unien oder 
laiMaen^ welche einer üelte oder einw 
Seitenfläche parallel sind. 

Nftdk A«f«ati* d«« H^rrs L^^n Aafte (Pro- 

fMtter, «fiele» 41Ave TEcale polytechniqne) in d^a 
üotrelles Annales de Bf ath^matlqiiee von Teiqaei;! 
und Gerono (Ddeembre 1847. p. 46L) frei bearbeitet 

von 

dem Herausgeber* 



1. Wenn ein Dreieck durch eine seiner Seite a parallelP ge- 
rade Linie in zwei Theile jjetlieilt werden soll, die in einem ge- 
gebenen Verhältnisse zu einander stehen, so sei a: die gesuchte 
Theilungslinie, und A und A' seien die üher a und x als Grund- 
lioien stehendea Dreiecke. Sollen aich nun das Trapezium und 
dag Dreieck, in welche das gegebene Dreieck A durcn die Thei« 
langslinie a: getheilt wird, wie mm WOL einander rerbaltea, no 
taten wir die Proportion 

ant welcber aogleidi 

A9X:=zm-^u:m 

• » 

folgt Weil nm aber mdi Aem bekanolen geemelriicken Satce 
aacn 

i«t, 80 ergiebt sich 

m 



.m 

also ' 

% Da der Ansdruck 



1 t»+ta 



nur von der Seite o des ^gebenen Dreiecks abhängt, von allei 
übrigen Elementen des gegebenen Dreiecks unabhängig Ist, st 
erglebt sich der folgende S^atz: 

* 

- Alle flbier der Basis a beschriebene Dreiecke werden duni 
nine tier B psis a parallele gerade Linie Ton der constanten Lloge 

m\l in dem Verhältnisse tntn getheUt, so dass nämlich du 

dardi die Theilunsslinie abgeschnittene Trapesiuro zu dem- durch 
dieselbe abgeschnittenen prelecke in dem ajigegebenen VerfaiK* 
Bisse steht'. 

. 3. Wenn o die Grundlinie einer Seitenfläche einer beliebigen 
Pyramide ist» man in dieser Seitentlache eine der Grondliaie« 



parallele gerade Linie von der Länge tti\-n 

diese gerade Linie eine der Grundfläche der Pyramide parallele 

Ebene legt; so wird durch diese Kbene die ganze convexe Sei- 
tenflri< he oder der so2:enannte I\lantei der Pyramide in dem Ver- 
hältnisse m:7i getfieilt, weil offenbar jedes einzelne aller der die 
Seitenfläche oder den Mantel der Pyramide bildenden Dreiecke io 
dem angegebenen Verhältnisse getheilt wird. 

4. Wenn a der Halbmesser der Grundfläche eines beliebigen 
Kegels ist« und man densetbmi mit einer seiner (^Frundfläche p9- 
tnllelen Ebene so schneidet« dass de r dad urch in dem Kegel en^ 

stehende Kreis den Halbmesser a^ ^^^ hat; so thellt diese 

Ebene den Kegelmantel in dem Verhältnisse mtn, weil die Mao- 
tel ähnlicher Kegel, was leicht zu zeigen ist« sicm wie die Qoa^ 
drate der Halbmesser ihrer Grundflächen zu einander verhaiteD. 

5. Wenn a die Grundlinie einer Seitenfläche einer beliebiget 
Pyramide ist« man in dieser Seitenfläche eine der Grundlinie pft- 

3 

railele gerade Linie von der Länge a zieht« und duck 

diese Linie eine der Grundfläche der Pyramide parallele F 
legt; 80 theilt diese Ebene die Pyramide, d. h. deren Voh 
in dem Verhältnisse tn:n, weil die Volumina ähnlicher Pyramide 
sich zu einander wie die Wärfei ähnlich liegender Kanten ▼< 
halten. 

6. Wenn a der Halbmesser der Grundfläche eines beliebigei 
Kegels ist« und man denselben mit einer seiner Gfum ~ 
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PmMm Hwm m MhMMet, daM dar dadarak la de« Kegd 

eitetelieiHb Kral« den Halhmamgr a\ — ^— hat; Mtheiltdlete 

Ebene den Kegel, d. b. sein Volumen, iu dem Verhältnisse mm, 
weil 4le Vo^pmi» llmliciier Kepl «ich mi «immder wie dIeWite* 

fei der Halbmeeeer Ibrer Gnmdllcbeii yerhalten. 

• 

7. Seien a und b die beiden paraüelett S^fen einen Tknne- 

xiums, und x sei die diesen Seiten parallele gerade Linie, welche 
das Trapezium so in zwei Theile theilt, dass der der Seite a ent- 
sprechende Theil sich zu dem der Neite b entsprechenden Theile 
ine m:n verhält. Denken wir uns nun, um zu bestimmen, das 
Trapezium auf bekannte Weise zu einem Dreiecke ergänzt, und 
IwifaAneD die flber\i, b und x ab* Grundlinien nteliraden elnan- 
i» ttnlieben Dreiecke respective dorch A, B und J^, no int nü- 



and nacdi enem bekannten geometrisobnn Satze 



also 



Dien, adt d^ Obigen wergUolMn, gleht 

— ai*:x^ — 6* = m:w, 

also 

maß — m = ?j — nx^ , 

«•rann nngleich 

*t:=-^«t-^ -^6» oder ^ -^a^ A ^^6» 

* 

eAalten wnrd. 

8. Alle Trapeze mit denselben jjaralleLen Seiten a, b werden 
äbe dnroh ebie dienen Seiten paraUele gerade linle von der een- 
Llnge 



m-f-n ' m-fn 

In dem Verhältnisse m:n getheilt, so dass nämlich der der Seite 
TMl XL %\ 
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a <5otsprcchend* XMl «t 6m .d«r Mi« ^ eB^mkm^m: TMM^ 
hl dem angegebenen VerbKltnUMe steht. 

8. Wenn «, fß die einander parallolon Seiten einer Seiteii- 
flnrhe einer ahf^cstunipften Pyramide sind, luan in dieser Seitei^ 
üäcbe eine ihren paaallelen Seiten pkndletr gerad* IMe ven' flcr 
liSnge . ■ • • ' 

■ "• . ':V4-«H=1-*» - • 

zieht, und durch diese gerade Linie eine den Grundflacbeu 
Pyramide parallele Eliene legt; so' wird durch diese M 
iHontfft der Pyrainide.lii dem verbältnisse m:n get heilt, weil j«a« 
Skit^i^che oÄ^pbar in.' diesem VerhSltuisse getheilt wirdi,. :.. 

0. Wenn «, 0 die llalhnu\sser der beiden einander parallelen 
Grundllächen eines beliebigen abgestumpften Kegels sind, «nd 
mau denselben durch eine seinen Grunaflftchefn parallele Ebene 
80 schneidet» dass der dadmch in dem Kegel * entstehende Kfcis 
den Ealhmesser 

1 «1+» m+» 

fiat; so wird durch diese j^bene der Mantel des abgeetompflen 
Kegels in dem Verbültoisse nkin getheilt, weil die MSntel ähn- 
licher Kegel eich m einander wie die Quadrate der Halbm^Bc^er 
ihrer Grandflichen Terhalten. * ■ 

10. Wenn a, b die eiiiander parallelen Seiten einer Seiten- 
fläche einer abgestuniplten Pyramide sind, man in dieser Selten- 
fläche rtne Ihren parallelen Setteo paralMe gerade IMe Tim 
der Länge ' 

9 

//teht, and durch diese gerade Linie eine den Grundflächen der 

Pyramide parallele Ebene legt; so wird durch diese Ebene die 
Pyramide, d. h. deren Volumen, in dem Verhaltnisse nr.ii getheilt, 
weil die Volumina ähnlicher Pyramiden 4>icb eu einander wie die 
Würfel ähnlich liegender Kanten verhalten. 

. 

11. Wenn a, b die Halbmesser der beiden einander paralle- 
len Grundflächen eines heliebiiren ab<»estampften Kegels sind, und 
man denselben durch eine seinen Grnndfläcnen parallele Ebene so 
schneidet« dass der dadurch in dem Kegel entstehende Kreis den 
Halbmesser 



\— (i -\- 0 
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htt; 8« iM durch dieae Ebene der Kegel , d. h. sein Vekmieo, 

in dem Veiiiältnisse m:n getheilt, weil die 'Volumina ahniieher 
Kegel sich zu einander wie .die Wfirfel der Halbpieeeer ihrer 
Gnudfl&eiten Terhalten: 

» I 




IFelier die nomerteelie Bestiiniiiiiiis der 

Constante des InteKrallosarithmus. 

Tob dem \ 

Herrn Doctor F. Arndts 

Lehrer Bpmmnnjm ra WMmmi, 



Die Cotistante des lutegrallogarithmus (welche im Folgendeu 
durch C bezeichnet wird) ist bekanntlich der Grenze gleich» wet* 

eher «ich der Ausdruck 1 -f- i + i + + ~ — nähert, wenn p in'e 

Unendliche wächst. Dieser Ausdruck convergirt, abet", wie man 
hei näherer Betrachtung findet, so langsam, dass derselbe zur 
wirklichen Beredituing von C als untauglich erscheint. Nichts 
desto weniger bietet derselljc einen Ankiiüpfunusniinkt zur Ent- 
\\ickeluiig von Formeln dar, mittelst welcher durcii einen beque- 
uieo Caicul die Grösse der Constante mit grosser Genauigkeit be- 
•teint werden kai\n. Die Aufstellung dieser FormelD ist meine 
gegenwärtige Aufgabe, und wenn auch eine derselben ajBS einer 
•eben bekannten leicht hergeleitet werden kann, zu der die 
Theorie der Gammafunktion führt, so dürfte diese Arbeit doch 
nicht blos der andern Formeln und andern eitiger Bemerkungen 
wegen , als auch deshalb auf einige Nachsicht rechnen dürfen, weil 
iiie hier gegebene Tbeurie die der Gammafunktionen ganz aus- 
•dilieftst. 

Da die ganze nachfolgende Betrachtung auf der Gleichung 
Cs=l-f 4 -!-..»+ ^—(pCp^ od) bemht, so wird wnSchst ehie 

^>n der Theorie der Gammafunktion . unabhängige Ableitung der- 
selben nicht am enrechten Ort^ sei» 



In der Abhandlung ,,Ueber einen von GauH«_gefan4eneb Aus- 
irack dar Gannuifanktipii«' (Archiv. ThL X. p. 250 C) habe ich die 

Digitized by Google 



316 

• Zbarat kann man dl* Summe i^ssl + H-.i + .-tj: 

bestimmtes Integral ausdrücken. Denn au^ der Gleipbaog •j:^? 
—i 1 ^. 4.^2 + . ..4-.trJ»-* zieht man dnrch Integration zffiscken 
den Grenzen 0 und 1 unihittelbar fi»^/^ -j^;^öar,woförich den 
filr Ais Folgende bequemeren AusdrucK wähle 

«) »P=y ^ ^ ^• 

Integrirt man ferner die <^}^^^^&,[f--^—^=(P j^^J^ 
zwischen den Grenzen 0 und 1, so kommt _ 

Subtrahirt man Jetzt ß) voo et), so erhält niao 

folglich» auf beiden Seiten //^ addirend, und beachtend, das« 

oder endlich ' * ■ 



• t I 



Man sieht hieraus^ d&ss die Gleicliuog* ^p(»=qo)=^* 

ben-ahrheitet sein wird, Vvenn man nachweu^en kann, dass jede« 
der beiden Integrale in y) rechter H^od für p—^ verschwindet 

. Was auerst das isweite betrifft» so ist es gleich de» Prödoiit 

c yd^=Me-P, w o M z\yischen dem grü«ste>i !«mI kll^^^ 

der Werthe liegen muss, welche ^ von.y = p bis jy == ^* .^ 

Gleichung g^T"""'^ HM~^-Fä ^'''V^'^Ww^ 

Da man nun leicht die IdenlUftfe top ~ C imd ft^ "^ )^''^g^^''^'^j 
rentiation /f=0 gesetzt) nnehwelaen kann, so wM man dBOIeickans 



Ii 
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d. L zwischen den Wertfieo 0 und - • Daraus folgt^ dass das in 

Frage kommende Integral positiv und nicht grösser als — c'i'ist, 

welcher Ausdruck für p = !X> in der That verschwindet. 

. ' ^ . ^ 

Das andere Integral in y) ist = di/=N, wo iV einer der 

Werthe ist, welche die Funktion 

zwischen den Integrationsgrenzen erlangt. Diese Grösse verschwin- 
det offenbar für /?=oc, wenn die positive Variable y kleiner als 
die Einheit; sie verschwindet ebenfalls für p — cc, wenn y = 0 




schwindet, und deshalb muss auch N, d. \. ^ — 

"ur /> = 00 verschwinden. 

Uebrigens lässt sich auch zeigen, dass dies letzte Integral 
iir jeden endlichen Werth von p positiv ist. Uip dies nac6zu- 

veisen dient die Formel — /(l — y)=/|^^=y+'y*+5y^+. aus 

I ^ 1 

ler sich zunächst ergiebt / — - > y. Daraus folgt — ^ 

y <c— y, also (I — y)P.'^e-Py.^ Die Funktion (p(y) ist '^Iglich 
lir ieden Werth von y zwischen 0 und 1 positiv, weshalb auch 

^ ■ ay einen positiven Werth hat. <^ ' 

Aus allem diesem h^t sich ergeben, dass die stets positive 
)ifferenz 1 + J + i +:... + - - Ip— C die Summe • ' " 

am Maass hat, und sich der Null nähert, wenn p in's Unend- 
che wächst. , ' - • ^ 

• Noch mag bemerkt werden, dass die Grösse H-S+i +••••+" — (p 
i einem fort abnimmt, wenn p wächst. Denn man hat, Sp~lp=Cp 

petzt, Op - (Tp+i = + -)~ = (- - i . (-)^ 
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t 

Es ist nun meine Aufgabe, den Unterschied der Grosse 
sp-^lp vom wahren Werthe des C, wenn/i einen bestimmten Werth 
erhält, auf eine fiir die Rechnung bequeme Art zu bestimmen. 

Zu dem Ende sei l + ^+j + ....+ lp = Cp; dann kommt 

p 



also durc^ Addition zu beiden Seiten * ~ 

1 1 

oder, für Cp seinen Werth gesetzt, , ' 

t ^ 

Setzt man nun k = <r>, wobei C^-\-k in C übergeht, so erhält man 
die unendliche Reihe 

(1) C= 1 + i + i + .... ^~l(p + l)^ ui + + i/a + ... > 



wo 



» ■ — 



. , . • , 



. . . ■ 

' Die Reihe Wi*^ i^, u^,.... ist convergent, wie sich aus d 
vorgehenden Betrachtung unmittelbar ersieht; es erhellet dies 
übrigens auch auf nachstehende Weise. Durch Entwickelung des 
Logarithmus findet man 
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/olglich ist offenbar Uk <, 4 • ' bSaiaufl , so wie ans* 

d«Di Uiqstande, dass die Reihe ^^"j^ ' ^^^^ ' ^^T^'^) *"* 

coDYergent ist, ergiebt sich die Cuiivergcnz der Reihe 1/2» 2<3,.... 
Diese Convergenz geht aber nur langsam von Statten > und um 
deshalb eine stärker convergirende RcShe an erhalten, lo«# nHin« 
die Glieder «1, tct» «s»*... in unendliche eonvergirende Reihen ettf 
und sumniire die resultirende Doppelreihe dadurch» dass man sie 
in eine andere einfache Reibe umgestaltet. 

Um aber m In eine unendliche Reibe zu verwandeln» kann 
man mehrere Formeln anivonden. Zuerst giebt die Anwendung 
der Formel /(i+a:)=a? -4^2+ ia:' -....(— r<.T <1): 



also 



Man sieht hieraus, dass sSmmtliche Vortikalreihen convergent 
sind, dass ferner auch ihre Summen eine couver^enie Reihe ^bil? 
den; allein keines^ec^s darf hieraus im Allgemeinen geschlössen 

werden, dass die Summe der lotzttM n Heihe der Summe tti+W2+M3+... 
gleich sein muss lu unserm Falle ist dieser Schiuss indessen 



* Di« Theorie der ConvereeiUE der Doppeireilien ist nach den Vor- 
■ti»flltm> Caocb.y*» Ireinetwegn Sit BbgescUoweBtsa .hetnidileB, indiM 

Catichy (Cour« d'Analyae |). 537 If.) blas, den Fall io Betracht gc«ogta^ 
ÖAHS die 8Hmmtlichen Horizontalreilien . und die Reihe ihrer Summen 
con%ergent Hinil , und diesu doppelte Eigenschaft noch bestehen bleibt, 
wenn alle Glieder der Dopjuelr«ihe auf ihre nuraeriicbeil 
Wertb'e reduoirt werden. Findet d|e lettte Bedingung nicht stalte 
■• fuhrt äie weitere. IJntervachnnf^, mit der ich jetzt beschäftigt bin, 
auf ansrbeinend sehr merkwnrdi^e Resultate» ▼on denen ich hier fol^ 
gendc» ber%'orhebe. Die Doppelreihe sei - ' 

' .jk»-'i)'-ui-i)'. u«~!)'-io-i)s io-i)*-io-i)%".- 
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nach einem Theorem von Cauchy (Cours d' Analyse \i. 541.) zu- 
lässig; denn erstens bleiben die Horizontalreihen convergent, wenn 
man die Glieder der obigen Doppelreihe auf ihre numerischen 
Werthe reducirt, sodann werden nach dieser Reduction die Sum- 
men der Horizontalreihen, wie^man leicht findet, 

p f 1 'p^r p^ ~ + - p-{-o 

und dies ist eine convers^ireiide Reihe, <Ia für w > 1 die Glieder 
offenbar kleiner als die Glieder der convergirenden Reihe 



1 



«sind, welche — zur Summe hat. 
P 

Bezeichnet man nun die Vertikalsumnie ^^j^pj^ + (^JTp)) " 



+ .... kurz durch s^J^\ so erhidt man «ach (J): 



(2) C= 1 + i + ] + ....+ l{p + 1) + .1*(P) - 1*(P^ + ~ etc. 

Für p=z\ geht diese Formel in die bekannte 

(2*) C^l-/t>+.ls.i-Js3-f 154-.... 

über, wo jetzt (i)"» -|- (3)"» + (1)"* + .... =Sm gesetzt worden is 
Diese letzte Formel leitet man sonst gewöhnlich aus der Gleichung 

/r(a:-f 1)=— C;r + /(l + ar) + U^s^ - + ... 

ab, indem man .^=1 setzt, und beachtet, dass r('2) = \, ir('2)=0 
ist. Die Grösse Sm + 1 = 1'" -fC^)"* + (])"* -|- (J)'"+ .... ist bekannt- 
lich von Euler von bis m — \^, und dann von Legendr 
(Exercices de caicul integral, Paris 1811—16. IV'. Partie. Sect. 
p. 65.), der zugleich einige Fehler in der Eulerschen Tafel v 
besserte, bis 7rt = 35 auf 10 Decinialen berechnet w^orden. D 
folgenden Betrachtungen wegen kann ich nicht umbin, diese aus 
Eytelweins Grundlehren der höhern Analysis. Berlin 
1824. Bd. 2. p. 644. entlehnte Tafel hierher zu setzen. 



Suroniirt man zuerst die Horizontiilrcihcn und dann dio Ucihcn die« 
Summen, so kommt \. Sumroirt man dagegen zuerst die Vcrtikaircüirn 
und dann die Reihe dieser Summen, «o kommt — \ herau«. 



SSI 



«s r=0.i4im '48888 4«04 

*3 = 0.20205 69031 595943 
l4 =0.08232 32337 lli;582 
f« =0.03602 77ÖÖ1 433700 
^ =0.01734 30619 ^91 
*7 =0.00834 92773 819227 

=0.00407 73561 979443 
«9 ä^jOOiOO^l» 260822 
fio==O.00099 '45751 'irkldi 
*ji =0.00049 41886 041194 
*4a=0.00024 60865 533080 
j|,t=0.00012 27133 475785 
i|4=0.00006> 12481 360587 
514=0.00003 05882 ;363070 

»0.00001 52822 594a^ 
^^=0.00000 76371 976379 
fi8=0.00000 381t2 932650 



5i9^0iNNIO(K 19068 127166 

iao= 0 00000 09539 620339 
i^,=0.00000 04769 329868 
^=0.00000 mSi 506027 
=0.00000 01192 199260 
= 0.00000 00596 081891 
1^=0.00000 00298 035035 
%0SsaOOOOO 00U9 015548 
isr^aOOOOO 00074 507118 
528 = 0.00000 00037 253340 
jjj = 0.00000 00018 6-26597 
j^=0.00000 00009 ^3274 
1^=0.00000 00004 iS5662Q 
532=0.00000 00002 328312 
$n = 0.00000 00001 164155 
^4=0.00000 OOOOP 582077 
«35=0.00000 00000 291038L 



Man begreift leicht, dass jeder dieser Werthe kleiner als die 
Hälfte des vorhercrehenden, und dieser HSltte um so mehr gleich 
v\ erden nuiss, je grüsser tn in Sm ist. Legt man die Rechnung 
nur auf 16 Deciraabteilen au, so braucht man die obige Tafel nicht 
weiter als bis zu ifis35 fortzusetzen, da jeder folgende Werth 
von der HSlfte des vorhergehenden in der 16ten Deeimale noch 
siebt abweicht 

' * . • « 

Mit QfUfe dieser Werthe kann man nun C nach der Fomel 
C^) immittelbar berechnen, auch ist die Bestbniniing dhr fehler« 
grenze leicht Da n&mlich 

ü<i--/2+i^-i,s+...+^^ ; ' 

> 1- /2+ ii,— + + ^ 5a« - 2^*2»f l, 



and der Unterschied dieser beiden Grenzen ^^H^HH^» ^ ^ 
Idar, dass» wenn man bei dem Gliede^«2n <ieD Calcul abbricht^ 
man einen (negativen) Fehler begebt» der ^^jj^^znii i^t Bricht 

man z. B. ab bei m=34, ^so ist der Fehler ^ "^^^ss» 

<0.00000 00000 008315, und man wird mithin 12 richtige Deci- 
iialen erhalten. Ich habe die Rechnung ausgeführt« und ge- 
unden 
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\S2 + H- - + .'4*84= 0.34657 35902 792760 
i«3 + 1^5 + ... + Mit, = 0.07621 07448 174049 
Unterschied =0.27036 28454 618711. 

C= 0.27036 28454 6187 Jl ^ 
H-O306a5 28194 400547 (=1-/2) 

= 0.57721 5rMU9 019-258. 

Die vier letzten D«cimalen irrthfirallch. Die Werihe der na- 
türlichen Logarithmen sind ans dem Recneil de Table« loga- 
rithmiques etc. par Schiiltze. ä Berlin. 1778. genommen, 
woselbst sie auf 48 Decimalen berechnet sind. 

Mit viel wenigem Glie<lern der Reihe (2) reicht man aus , wenn 
man für p einen c^rössern Werth nimmt» z. B. 5. Dann muss man 
sich freilich erst die Mühe f?eben, die Werthe von 

zu berechnen, was auf die Berechnung von (4)"* -|-(5)'"4-(4)'" +(')"' 
zurückkommt. Diese Mühe ist aber nicht hoch anzuschlageo; 
denn man verwandelt die Brüche 4, J, 1,^ leicht in Decimaihruche. 
findet daraus durch Division mit resp. 2, 3, 4, 5 die Quadrate 
ay^, (i)*, (s)*, daraus auf ähnliche Art die Guben (4)3, (\)\ 
(O'j (i)^ * s. w. Auf diese Art habe ich folgende Taföl con. 
struirt: ■ 



1(0=0.18132 29557 371153 
1(0 = 0.01639 48661 225573 
1^^ = 0.00197 13046 987925 
1(0 = 0.00026 59663 059214 
1(0 = 0.00003 81792 469662 
1(0 = 0.00000 56948 548451 
1(0 =0.00000 08716 186059 
1(0 = 0.00000 01358 653913 



i;o = 

l'.O = 



0.00000 00214 656932 
0.00000 O0034 262708 
0.00000 00005 512400 
0.00000 00000 892429 
0.00000 00000 J4520:? 
0.00000 00000 023720 
0.00000 00000 0038S; 
0.00000 00000 0006:>i 
0.00000 00000 000105. 



Die letzte Decimale ist übriuens unsicher 
Für /?=5 wird nun die Formel (2) 

C=0.49157 38641 052783 + 4i(0 - ^ijo -f •!( )- .... 



Geht man bis zur lOten Potenz incL, so wird der Fehler z/<T'yll^^ 
d. i. < 0.00000 00000 000037, und man erhält also 14 richti(;e 
Decimalen. Die Rechnung gieht 



W + + =0.09116 077^3 969767 

UJO 4- '1(0 -I- .... -I- j\ i(0 =r 0.0055t 80776 007188 

Diff. =0.08564 18007 962579. 



S2} 

*• •:: C= OX)6664 18007 »1^79 
* : . i .fi049157 98M> 053 7» 

... . . J.57721 560^9 015^2.-. . 

Nacfi Gau 8 9 (DIsquisUtones generales circa Seriem infinifamete.) 
ist CaOJ^T^^ P^Qlö^ 861» «na dec Fdbier «Is^ 

< 0.00000 00000 000033, . , . 

Eine noeh ftXrker comrcrgirende Reibe efbtlt ibmi» «remiBuni 
' die Gritoee Uk oadi Aer Formel ' 



entwickelt Man erfaHlt auf eoldie Welee: ' 

'^^(p+iK-ip+ä)""' (2)^3) -K^+s) 



V* 



Sämmtücbe Uorizontalreiheu sind convergent, . U|id bleib^o con* 
▼erseot, weun mao die Glieder auf ihre numerischen ;Werthe re* 
deim Nftdi ▼ehidiarang' dieser Reduellee wird eiiie Horiaoiiüflk 
ai^enelA gleich . . 7- 



1 2 

und die Summe dies/er Keihe ist + ^ — ; — ) — sz~rTkZ~n 
+ ? 1(14. ■ ^P.+'^'zl so dass die 

Summen der Horizontalreihen , nachdem alle Glieder auf die Dume- 
rischen Werthe reducirt worden » di^se sind: 

.J - • • . : . 

1 2p+l ^ 1 2^+3 

Die leirfttie Refbe Ist femer ctevergeot * M» e« hd- 
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(/?+»)(^2fi+l)^p+w (p+ii)2;i+2»+l> 

(p+ ») ^ ' ' (phi) — •••• 

und folglich « wie man leicht ^ndet/ 



*^*+|»+«' (!»+») 

Die Glieder der in Rede stebendeo Reihe äind also Jdeiner 
die der convergei^ea keihe • 
' V. 

2 2» 2 

(p+l)(2p+3)' (,»+8)(S|H^* (H^^+^V 

weshalb die Reibe selbst ^beofail« convergirt« 

« 

Nach der obigeo Doppelrtih^.ist al«o, wem maa iit ▼qrtlkaler 

Richtung suiomict: \ * . i ^ 

C'=l +i + 4 + J - 1) + 



WO 4le Samm^ 2? sich vMi itcsl Um nsa^.^n/tndkV BUe 

^ (p^n) ^ig+fc-f 1) endlidje Hi^lv^ zH^^ck- 

bringen; aeno sie ist 

und der Minuendus dieser Differenz (a) ist. hekanutlicb =2(1— Z^; 
folglich hat man 

»=« 1 ' f^/t fax 1 _i_ *• J I 

alao, . ^ ! • . ! : • . ! : 
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Da endlich aUgpueia j^^^ifci^l ^äiyi* ^ Jwn";t, wm.nian 
p^l statt p aod nir AbkOrmi^ 



■ 

üetzt : 



(3) C=2(l-/^)^.2(i-H-i-i-|.^f ^) -^-Ja^i-,Sa^)-?0/J-.. 



Nach der Torhergehenden' Batraieitatig ist 2 der kleinst» 
Werth, welchen man hier IHr p setaeaa darf. Jedoch gilt die 
Formel auch ooch fifr P=^l> wenn man dann nur das Glied 

^(l+H-— -+0^:;::^) al« verschwindend anaieht» wie aof folgendii 
Alt erhellt 

Für |i=2 komnMt C=:?2(l-ß)+|*-/2-5<ri*^-|tfi,*U..dder, 

dac^J^^rrcT^^-C.)™ ist, C=2(l-.ß)+S-ßl-IS^-l^l*^- 

+ !.(3).H6.a)^+ Da nun |.(i)' + l.a)*+....=ß-l, so kommt 

(3*) C=2(l-/2)-J<F,-|<x^~?<j,-...., 
wo Jetzt <Tm=G)'» + (i)"' + (r)"'+— gesetat Worden.' 



fiekanntUoh iat 



Cm=Sm 5^"» 



wo, nie vorher, Jm = (i)'" + (i)'" I (1)'" + •••• » "»^^^ "»ch der ersten 
(1er vorhergehenden Tat'eio erhält luau demnach leicht die folgende 
Tafel : 



<rj=^0.p5179 97902 646450 

«^=0.00452 37627 951397 
ivLsO.00047 15486 523764 
fl^sO.00Ü06 13451 838438 

=0.00000 fsmi au 



0,3 = 0.00000 06-280 554218 
tfi5=0.00000 00697 247031 
ai,=:0.00000 Ü0077 44^ 
tfi9=O.O00OO 00008 604441 

(>:2is:ö.aoooo 00000 osoois. 



Die Fehiergren^^ bei «ddr Reehfiiing eaeh (3*) iSaat aich anf 

fulgeode Art be^tin^meu. bleibt man bei dem Gliede ^^ j üy^ 

stehen, so kommt es darauf an, efaie Grenze für die Summe aller 
folgenden Glieder aufzutinden. Nun ist offenbar jeder Werth in 
der vorhergehenden Tafel kleiner als der 9te Theii des vorher- 
gehenden, folglich 



.11» • 
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<l'2r fl '^'^ [H-i+(J)*+ •••• J 



^+1 

Für r=:ll ist also der Fehler 

<fj.len i>dei( < 0.00000. OOBOO OiOaftl , 

und man erhalt somit 11 richtige Decimaleo, wtnn map bis 
zur 2l6teQ Potenz geht. Die l^chnung giebt 

• . : 0=0^57731 566fö O^SOSÜ, I 
11 Decimaien genau tmiu ^ 

Setzt maii in der Formel (3) />==5, so genügt es sehen; bi» 
zur Ilten Potenz zu gehen, .um 14 richtige Decimaien zu er- 
hjdten. Dabei Ist Oolgende leicht zu berechnende Tafel anzuwenden: 

. «ri^.^ »0^00247 5559^2 2006U 
a^,'^ =0,00001 2ipi^3 516165. 
aff^=0.00000 00779 407118 
«^^^^=0.00000 00005 583115 
tf*»^J=0.jepÜOp OOÜOÜ 042208. 

Der Werth von C, welchen man, bis a^^^ gehend» erhält, ist 

f;=0.57721 56641) 015380, 

und es sind in der That 14 Dechnalen richtig* 

Nech einen Ausdruck für C erhält man , wenn man dem Obi- 
gen pemfiäs C=l+f+}+....+^— /jp+t>i+f^|+i>t+.^^^ seWi wo 

• • 1- K • ' 

^ .'^=/7T2"''^^'*"H^l^ 



• • • • » 



.'.MI . 

ist Nach der bekannten Formel 



.1 '*•.» 
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erUUt man dan 

« 

-'*=*(irh) + "GT3)+iGT3)+- 



folglich, in Tertffcalef Richtung sanmiireiidy wie es hier ertaubt iat» 

(4) e=: 1+ 4 + i +*.... + ~ - - - if i^i'^ 

Addirt man biein iiie GWcbnng (2) 

c = 1 + i 4- ; + ... . + ^ - /(P + 1) + Wi») - .+ 4*ip> - . ... ; 

• • • « 

Die Torherg^endon Ifethedan reichen, wie man aieht» toU* 

ständig aus, um C auf 14*6ecinialen zu berechnen. Wollte man 
mehr Stellen haben, so musste man die Potenzsummen auf mehr 

als 16 Decimalstellen berechnen. Inzwischen ist aber bekannt 
genu«;, dass es noch viele andere stark converEjirende Reihen für 
C giebt, deren Aniv^endung zu einer äusserst grossen Cienauigkeit 
Mrt. Dahin gehurt z. B* die halbconvergente Reihe 

1 \ ^ ^ ^ * 

C=l + ; + - — /p — ^ + 2^ — 2p* ' 

wo ß,,„. die auf einander folgendmic.BemoaJllBcben Zabf: 

len auid. Maacbereni findet C mittat dieser Aelbe anf 32 De- 
eiiiialaii, indem er 1^^100 setat ..«J -t 

<: T-Vebfigens gidil es aueb nscb . andere stark eenvergireildnS 
Rethen iiir C\ in deute gMcbfiOls dle Petenasasmeii' verfcoi 
Ami «kr IMebmif a. B. • ' • 

lIXx + 1) == — a: .-7 /(l + a:) + - + .... 

«Wtmm ftri^^: v ' ) 
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Dabei mag ^chliesilicti ^eilieflrl werd^, dasaman diese Rafte 
in folgende, um so stSrlcer convergirende, je grOaaer p ist, v•^ 
wandeln luinn: . ' ■ ^ f \ 



lieber eiaenüAte Tonden liürQpumugB- 
balbmessern der krummen Ober- 

flSelieii. 

* . . Von dem 

Herrn Doctor J. Dienger, 

Lebrer der iMatheinatik und Physik an der hohercii BfirgeMciittle m 
, * ' Sinsheim bei Heidelberg. ' 



In den ^'omptes rendn«; der Pariser Akademie vom 27. Sep- 
tember V. J. stellt ßabinet einen Satz auf, der im Ailgemeiaeo 
auf das Folgende hinauskommt: 

„Durch die Normale in einem Punkte einer krummen Ober 
fläche lege man ni Ebenen, die mit einander lauter gleiche Winkel 
bilden, heisse , Q^f—Qm die Krümmungshalbmesser der Schnitt- 
kurven in dem betreffenden Punkte, endlich R und r die beidei 
HanfHMnuiiaDgslialbmeaser der OberflSclie io demsellm Paibli^ 
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Den Beweis dieses SaUes, den nach den Comptes rendus 
Duhamel gefunden haken soll, thellen die Comptes rendus nicht 
mit; er kann jedoch leicht In folgender, Weise geföhrt vrerden. 

Man nehme die Taiigeiitiulebeue in dem betrefl'enden Punkte 
inr Ebene der xy, die Ebenen der beiden Hanptscbnitte xa Ebe- 
nen der xZf m; sei ot der Winkel, den die Ebene eines beliebi- 
gen, durch dne Normale (Axe der z) gehenden Schnittes mit der 

Ebene der a-z macht, q dor Krümmuncshnlhmesser der Schnitt- 
kurve in dem gegebenen Puitlvte, n — O die Gleichung der gegebe- 

nen OberflSche, ^ > > > > Ac Werthe von g^, 

^n^' g^* gp» 1^ filr it^, .v=0, x=0, d. h. für den iiraglichen 

Punkt, so ist bekanntlich ; 

J^^^(jf)' + 07)' + (^')'. Zugleich ist zn bemerken, 

dass, wenn j§ die Ordinate (nach der Axe der :) des Krümmungs- 
mittelpunktes ist, q positiv oder negativ zu oebmen ist, je 

nachdem du^ negativ oder positiv iit. Diese Bestimmung hinsicht- 

"ST 

lieh des Vorzeichens soll {Qi alles Künftige gelten. (Siehe Cauchy , 
Anwendung der Infinitesinalrechnung, 19te Vorl.) 

Seien nun Uj, a^,....ani die a entsprechenden Winkel fOf die 
Ebenen, zu denen die Burümmungshalbroesser qi, g^f—Qm gehOren* 
md man beachte das Vorzeichen dieser Halbmesser nach deni so 
eben Angeföhrten« so ist nach (2): 

S ^[cos'i^ +C08^ + C0S*fi^+ .... 4-C08^>««] \ (3) 

+ ^1 [sin % 4- sin%^ -I- sin««^ + .... + sln««^l. 
Nun Ist aber 

' 360« ^ 3()0f' , « 360<» 

.... Oai =: («i— 1) — • 



tat man diese Werthe» so erbfilt man : 
Band XL ^ 



l 
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cos^i + cos '^«2 + cos'ufa + + cvm %ib 

^ l^-c o. s2«x l-f-cos2cta _^ 1 -t-cos2tfB, 

— ;.y I» — — — ^ ^ ' 

^ 2 ^ i [cos 2«i -|- cos 2cif.2 + + cos 2ßm J 

m 1 360** ^f)0^ 

-f + 2 1*'***^"» + + 2 . — ) 4- CO« C2«i+ 4 . — ) + .... 

3600 

....cos(2i>fi+2.(m-l)— )] 

360'^ 

=2+^2 3«F ^>^' 

sin - - 

Ml 

sio^i -i-ain^eii + sin V|4- «n 
FOi den Fall abo, da«8 « miiidMteiui »3, tot 



Der zweite Theil dieser Gleichung ist, in Bezug auf m, ein< 
unveränderliche (irösse. Daraus i'olgt, dass, in Bezug aui' den 
selben Punkt der krummen Oberfläche > die Grosse 



dieselbe ist, was auch 7/i0 2) sei, wenn man die Vorzeichen de 
Krümmungshalliniesser gehörig beaclitet. Da diese Grösse voi 
dem Winkel unabhängig ist, so kann man auch dazu noch sagen 

* Legt man durch eine Normale einer krummen Oberfläche ein- 
heliebige Anzahl (z. H. m) Kbcnen, die in gleichen Wiukelabstän 
den von einander stehen, und lässt das ganze System sich un 
die Normale drehen, so wird die Grösse (5) in irgend einer Laip 
der entsprechenden Grosse in einer andern Lage gleich atit 
Diese Gleichheit wird sogar gelten» B*enn die Anzahl der Ebenei 
für beide Lagen verschieden ist, wenn nur die £l>enen desselbei 
iSystemes gleickweit von einander abstehen. 

Man setze 7n = i und bringe d.is System in die Lage de 
Hauptschnitte, hcisse R und r die beiden Hauptkrümmungshatb 
messer, deren V orzeichen nach dem Obigen bestimmt ist* so is 
die Grösse (5) (lir diesen Fall 
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1/2 1/1 IN 



und man erhSlt also deo zu beweUeoden Sats (1), der nun durch 
die Hinweisung auf die Beettinmiing der Vorzeichen genauer aue- 
gedruckt ist. 



Ausdraek toii e^^acc durch onend«» 

liclie Reihen« 

Von dem 

Herrn Doctor J. Dienger, 

Lehrer der Mathematik und Physik an der höheren Bürgerechule 

sa Sinabeiui bei Heidelberg, 



Es ist bekanntlich 

COiCUPs: , 

COS »aar = + r-efa)» 



m(m— .!)....( 2 + 1)' 
•••• "Fi ^ " 

19 ~ 

vetti m gccade, und , 

==2{cosma;i:4-mco8(m~2)ffa? f*"^^'^^^ cos(m-— 4)aar-f>.... 

m(w-l).../^-fA 
+ \ — — — I ^ cee ai 

wenn m ungerade ist D. b. 

21* 



Digitized by Google 



aalt 
(1) 

iK. 2r (2r— 1) 

2*^»cos*'ar=co82riiar+ j-co8(2r— 2)iw?+ — ^j^5-^co8(2r-4)ajp+. 

^ 2r(2r-l)....(r-hl) 
.... + « l,2....r ' 

27-1-1 

2^cos2^J iaar=cos(2r+l)aa:+— j--cosC2r-l)«ar-f 



NuD ist 



jjS COS 0») ssi^» coß (fwc + -2 ) » 



2^-*g^ cos 2^0^:= (2ra)" cos (2raa; + -j) 



• ' 7171 

2r(2r - 1 ) .... (r + 2) . , . n«. 



nnd fiir d?=0: 



2*^*5 „cos*"«» 



=a«co«f [(2r)n+ ?(-2-2)-+... + ?^:S^l^ 2-]- 

Diese Grosse ist also Null lür ein ungerades «. Für ein gera- 
des n ist sie 

2p . 2r(2r— l)....(r+^, 
=(2«)«(-l)itr»+-j- (r-l)» + .... + i.aJ(r>-l) ^ 

■ 

Setzt man also 

.«^ . 2r(2r— 1) , . 2r(2r-l)...(r-f 2) 

f + 2Kr-l)- + 1.2 - + l.2....(r-l) 

•o ist' naeh.deiD TaylocMben Satze: 

• •. (2) 

=2»-ni- 0+0X4 — !*• 
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Diese lefztere Reihe ist jedoch nur giltig, wenn sie konVert'ent 
;. Nun ist der Quotient zweier aijf einander folgender Glieder: 

Cldf^K^n *l-2....(9M-2)'*' ~(2»+l)(2ii-f2)' K^' 
Wie man leicht sieht, ist ffir hsod' 

demoaeh der obige Quotient Nnll Hir it=OD» also die Formel (2) 
ganz uneingeschränkt gütig. 

Für rs=l ist z. B. 

also 

2cos*iwr=2— ^-j-^ ^234 — ".—l + cosafia;, 

wie bekannt 
Für r=2 ist 

ir,=2» 4=4(2«^« + 1), 

also: 

~ 1.2 * 8 +1.2....4' 8 



_ {laa-y^ 2HJ (2ft:g)^. 2^+1 (2ajr)g , 
"-^"■1.2 .' 2 + • 2 1....6 • 2 + — 



«. 8. f. * 

Ganz eben so üudet sieb täi x^Qi 

^22^COS«'+l|Mf=0 

fiir ein ungerades n. 



" 2r+l f2r+l)2r 

=a«Hl)^U2r + 1)» + ^^^-f--(*2i--l)H^^T^^ 



(2i-fl) ....(r4-2) 

— r:2:.:r — * 



ar ein gerades n. 
Setzt man also 



la ist 
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- LOh - j 2 + 1.2....4 1...6 

1.2 +1....4 - J 

för alle möglichen Werthe von a und a:. ... 
Für r=l: 

i!f„ = 3(3«-»+l), 

also 



(3) 



r Trt3r)g(3Hl) (fla:)^(3»-H) («:i:)g(3HI) "1 
L 1.2 1.2.374 ' IZ^ J 



1 



XXXI. 
Uebniiffsaiifffaben für Schüler. 

« 

Probleme a resoudre. 

Par Monsieur G. J. V er dam, Professeur de Matheinatique« I 
k la FacuUö des Sciences de rUaiTersit^ 4 Leide. i 

_ « 

Delix Cordes elastiqucs AC, BC (Taf. VI. Fig. 6.), de longueur 
et de grosseur, et par consequent, pour iine menie tension, d'une 
extensibilite inegale, sont attachees, avec leurs extreinites AtiB, 
ä deux points fixes, dont les coOrdonnc^es , dans le plan des Cor- 
des, sont doiinees. Les autres extremltes C» C sont liees en- 
senible, et au noeud est attachee nne troisi^me corde, elastiqae 
Oll non elastiqiie, mais verticalement tendue par une force donnec 
P. Si les lüiipeurs primitives des deux premieres cordes, non 
tendues, soüt (lonnees, ces longueurs changeront par la tension de 
la force P. Si de plus on donne les quantites d'extension, que 
subissent les unites de lonj^uour de chaque corde, tendue par un 
menie poids Q, oii demanoe les coördonnees du point, ou s'arre- 
tera le noeud par Taction de la force P, de meme que les tensioos, 
<iue produira cctte force dans les directions des deux cordes. 
Eriün posc la condition, que la Solution se fasse par moyen ou 
commc application des principes, etablis par Lagrange daBS 8* 
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IKcaiiique «Dalytique, Tome L, Partie I., SectioD V., 
Chapitre IL» §. t, art 17. et 1& Edition de 1^1. 



Ven Berrn Fi« eher, Lehrer der Hathematiii an der Gewerbschule 

SQ Bayrenft« 



1) Drei (in allgemeiner Lage gedachte) Gerade I, II, III sind 
gegeben, mau soll eine vierte tindeu, welche I und Ii «choeidet 
vihI zu UI parallel ist 

2) Drei (in allgemeiner Lage gedachte) Gerade und ein Punkt 
ausser ihnen sind gegeben ; man soll durch den Punkt eine Ebene 
legen, an welcher die drei Creraden einerlei Neigung hiAen. 

3) Eine Kugel zu construiren , deren Oberfläche dureb drei 
Punkte geht und eine Gerade berührt. 

4) Eine Kugel zu construiren , deren Oberfläche durch zwei 
gegebene Punkte geht und zwei sich schneidende Gerade benihrt. 

5) Eine Kugel zu construiren, deren Olierfläche durch einen 
gegebenen Punkt geht und drei Gerade I, II, III berührt, die 

entweder (nicht in einer Ebene liegend) parallel sind, oder 
wovon wenigstens (1,11) und (II, III) einander schneiden. 

6) Eine Kugel zu construiren, welche vier Gerade berührt, 
von denen wenigstens (I, II), dann (11,111), endUch (III, IV) ein- 
ander schneiden. 

Wie vieldeutig Ist die eine oder andere dieser Aufgaben? 
Wann wird ihre Lösung unbestimmt oder unaiüglich? 



V«m dem Herrn Üoctor Dieoger EuStntheim bei Heidelberg. 



1. 

Setzt man 



p9 «igiebt sich: 



JSngleich ist 
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H. 

In einer Ebene hat man zwei rechhvinkliclie Koordinaten- 
systeme, von denen das euut bekannt ist. Man kennt die Glei- 
chung einer und derselben Geraden in dieser Ebene, sowohl in 
Bezug auf das eine, als auch auf dos andere der beiden Systeme, 
und verlangt nun zu wissen, ob das unbekannte Coordinaten- 
(axen) - System durch die bekannten Gleichungen dieser Geraden 
zu bestimmen sei. 



III. 

Auf einer fjegebenen ebenen Kurve bewegt sich der Mittel- 
punkt eines Kreises von bekanntem Halbmesser, dessen Ebene 
mit der Ebene der Kurve zusamuu'nfällt. Dieser Kreis dreht sich 
zugleich um seinen Mittelpunkt und es sind die beiderseitigen Ge* 
schwindigkeiten der Bewegung gegeben. Man verlangt nun die 
Kurve zu kennen, welche ein Punkt des Umfangs <1es bewesj- 
lichen Kreises, dessen anfangliche Lage man kennt, während die- 
ser doppelten Bewegung beschreibt. 

Bewegt sich z. B. der Mittelpunkt eines Kreises vom Halb- 
messer r auf einem Kreise vom nämlichen Halbmesser und man 
le^t den Anfangspunkt der (rechtwinklichen) Koordinaten in den 
Mittelpunkt des festen Kreises, so beschreibt der Punkt des be 
weglichen Kreises, dessen anfängliche Koordinaten x = 0, y=0 
sind, ein(^ Kurve, welche durch die Gleichungen 

a; = 2r cos i (Ä> -|- c) < . sin i (6 — c)t, 
y= — 2rsin J(Ä-fc)f.sin \{b^c)t 

gegeben ist, worin t von 0 bis ins Unendliche wächst. Zugleich 
setzt man voraus, dass die Richtung der Drehung anlan^lich nach 
der JSeite der negativen x ging, und es bedeuten: 6' die Winkel- 
geschwindigkeit des beweglichen Mittelpunktes in Bezug auf den 
festen, wenn ihre Richtung ursprünglich nach der Seite der posi- 
tiven X ging; c die Winkelgeschwindigkeit des betrachteten Punk- 
tes in Bezug auf den beweglichen IMittelpunkt. 
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IV. 



Man hat 



11 1 1.3 1 1.3.5 

=2—2 f — 2icos9 + a:^ . cos | , 

_ — . xj> 

worin ^ bestimmt wird durch 

1 — XC080 . xs\nw 
^ »m^|r= 



W- 2.1: €06 9 + ^2' Vi— 2a: cos 9 + 0:« , 

und zwischen 0 und 2n liegt. dr>0 und <1; auch darf x=i 
Sem, wenn weder ain^, noch coa^ gleich 1 Ist. 



V. 

Uoter den gleichen Bedingungen bat man: 

4 4 « 
= 3a? cos 9 — ^ (1 — 2* cos 9 + . cos^^, 

« 

j;8ui9 +|^a:*shi 29+2^ • ^a:'sio39 + ^-g • g^a?'*co»49i-«.. in. inf. 

4 l 
s=3a:sm 9 — j(l — 2a? cos 9 + a?*)* shi i^. 
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Bemerkung zu der Abhaudlung ^r. L in Tid S« 2. Z, 7. v* o. 

Vom Heranigeber. 



V 

Bei der Angabe des Coellicienten der terrestri»clien Strahlen- 
brechung nach verschiedenen Beobachtern in der Note a. a« 0* 
S. 2. h&be ich den BegrilF dieses Coefficienteo in dem Sinoe TM 
Gauss {^enonimen , worüber man Archiv. ThI. I. S. 76. vereleiclieo 
kann. Ilm jedoch je«lem Mi^ss Verständnisse vorzubeugen, bemerke 
ich, dass in den liehrbiichern der Geodäsie gewöhnlich die Hälf- 
ten der a. a. O. angegebenen (irössen der CoeHioient der terrestri- 
schen Refraction genannt werden , indem man nämlich den Win- 
kel am Mittelpunkte der Erde nur mit diesen Hälften multiplicireii | 
muss, am die teirestrisehe Refraction sn erhalten, was Alles ans 
einer blossen Ansicht von Tbl I. S« 76. sogleich verstbidnch 
werden wird. 



Weil sich erwarten Hess, dass über die in ThI. IX. S. 90. des 
Archivs bei Gelegenheit der Lehre von dem Obelisken von mir zu 
einer analytischen Behandlung benutzte stereouietrische Aufgabe 
mir eine |j>rüssere Anzahl von Mittheiiungen zugeben würde, auch i 
der im Archiv dargebotene Raum meistens sehr beschrtokt wai^ . 
so habe ich über diese Aufgabe, mit Ausnahme des in Tbl. X I 
Mr. V. abgedruckten Aufsatzes des Herrn Oberlehrers Seyde* 
witz in Heiligenstadt, bis jetzt geschwiegen, darf nun aber nicht 
länger anstehen, die mir gemachten Mittheilungen, unter Angabe 
des Datums der Einsendung, nach und nach abdrucken zu lasseo. 
Alle diese Mittheilungen abdrucken zu lassen, mochte jedoch 
nicht rathsam sein, da natflrllch dabei viele 'Wiederholtingen vor- 1 
kommen müssten, was ich, wenigstens zum Theil, die geehrten ; 
Leser des Archivs schon hei den folgenden Mittheilungen güti<;stl 
zu entschuldigeo bitte. Wenn ich mehr mittheile, als ich selbsd 
eigentlich für nüthig halte» so geschieht dies nur« um gegen did 
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eeebrten Herren Einsender so wenig als möglich eine Ungerech- 
agMt so begehen, was bei der Herausgabe eines Journals leider 
saweifon'nkilit gans zvt vennei^en Ist, weshalb kh dahef, w«nn 
es geseiiehMi «ein soMto« nur um Veraeihimg und Nadialellt bit- 
ten kam. Q, 



Schreibeo des Herrn Fabriken • Kommlssionsraths A. Brlx 

wa Berlin an den Herausgeber. 



In dem mir so eben zugegangenen ersten Hefte vom 9ten Bande 
Uire» geschätzten Archivs finde ich zwei Aulsätze aus Ihrer Feder, 
nemUch über den Satz von dem Inhalte der Obelisken, und über 
die Entstehung der Kiirper dieser Art. Beide Aufsätze bebandeln 
demnach einen Gegenstand, der mich um so mehr interessirt, als 
ich bereits vor einer Reihe von Jahren darin gearbeitet habe, wenn- 
gleich Hie von mir i^efiindenen Resultate erst nach iMlttheilung 
der von Herrn Koppe gelundenen Formel für den Inhalt der 
Obelisken im 25sten Bande iS. 129. des Cr eile' sehen Journals 
fiir reine und angewandte Mathematik (conf. auch S. 130 — 148. 
des Anhangs anir aten Auflage meiner Statik) TerOffenIficht wor- 
den sind. Em ist nicht meine Absicht,, hier auf einen Prioritäts* 
streit einzugehen, obgleich es mir leicht tiäre, durch die Hefte 
meiner Zuhörer den Beweis zu liefern , dass meine Resultate schon 
mehrt^re Jahre vor Herrn Koppe's Mittheilung der oben genann- 
ten Formel da waren, auch Herr Koppe selbst öffentlich aner- 
kannt hat, dass ihm die Benennung „Obelisken'' von dem 
wirklichen Gehdmen Ober-Regierungsratb« Herrn Beuth, Excel- 
lenz , angegeben norden sei. Dass sie von mir herrOhrt, künnten 
atienfalls die Mhitsteriai- Akten beweisen, wenn darauf Irgend ein 
Gewicht zu legen wäre. Ich meinerseits lege kein solches (Gewicht 
darauf, und bin daher weit davon entfernt, Herrn Koppe die ihm 
faktisch gebührende Prioritiit bestreiten zu wollen; dagegen kann 
ich nicht leugnen, dass es micli einigermassen überrascht hat. 
bei Anfilhrung der Arbeiten der Herren Koppe, Steiner und 
Bretschneider die meinigen so gänzlich mit Stillschweigen Aber« 
^anmi 2u sehen Kann und darf auch ein Mitarbeiter an Ihrem 
Arcniv nicht mehr Anspruch auf Gerechtigkeit von Ihrer Seite 
machen, als irgend ein anderer, so hat dieser Mitarbeiter als 
solcher doch auch eben so wenig mehr Anspruch auf gänzliches 
Ignoriren seiner Leistungen, wenn die seiner Concurrenten ge- 
aasut werden. 

Nach dieser Expectoration, die Sie meiner menschlichen 
Schwachheit zu Gute halten wollen, erlauben Sie mir noch eine 
Bemerkung in Bezug auf Ihren zweiteu Auüsatz. 



*) Der Herantgeber kaan deshalb Herni Brix, mit dem er «ett hm- 
ger Zelt in den freoDdaciiafillehtten Beslohongen zu stehen die Ehre 
oad die Freude gehabt hat» und ooch hat, nur uin Verseihoag bittau 
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Sie tadeln darin, und gewiss mit Recht» dass man nach der 
Erklärung der Obelisken, ohne sich um deren Realität weiter zu 
kümmern, sogleich einige Eigenschaften derselben bewiesen und 
dann mit einer gewissen Eilfertigkeit den körperlichen Inhalt — 
und die Lage des Schwerpunktes, hätten Sie mit Rücksicht 
auf meine Abhandlung im Crelle'schen Journal hinzusetzen kön- 
nen — zu bestimmen gesucht habe, wahrscheinlich, um nur recht 
bald etwas Anwendbares für die Praxis zu gewinnen. In der That 
war letzteres bei meiner Behandlung des fraglichen Ge|>enstandes 
der nächste Zweck, was schon darin seine Erklärung findet, weil 
ich durch die Praxis eben auf ihn geführt wurde. iNichtsdesto- 
weniger habe ich mich ebenfalls des von Ihnen gerügten Ver- 
stosses gegen die euklidische Strenge theilhaftig gemacht, und 
deshalb beeile ich mich, diese Sünde so viel wie möglich wieder 
gut zu machen, indem ich Ihnen Folgendes zur beliebigen Benutzung 
für Ihr Archiv mittheile. 

Ich schliesse mich der Verstellungsweise an , welche Sie S. 89. 
Ihres Archivs von der Entstellung eines Obelisken geben. Denkt 
man sich demgemäss durch die Eckpunkte eines ebenen Polygons 
AiA2A2....AntiG\'ieh\^e, nicht in die Ebene des Polygons lallende 
gerade Linien L^j L^f'-Ln so gelegt, dass jede von ihnen 
die nächstvorhergehende schneidet, so kann man diese Linien als 
die Seitenkanten eines seiner Länge nach vorläufig noch unbe- 
grenzten Obelisken betrachten, dafern sich beweisen lässt, dass 
die letzte Linie in, welche die vorletzte Ln—i schneidet, eine 
solche Lage hat, dass sie zugleich die erste Li schneiden muss. 
Es kömmt also nur auf den INachweis der Möglichkeit an, durch 
den im Raum gegebenen Punkt An eine gerade Linie Ln so zu 
legen, dass sie zwei andere im Raum gegebene Geraden X] und 
Ln—i schneidet, d. h. mit jeder von diesen in einer Ebene liegt. 

Sie geben nun von diesem letzteren Problem eine elegante 
Auflösung im analytischen Gewände, und »viederholcn am Schlüsse 
den Wunsch, dass eine Auflösung bloss durch Konstruction ge- 
funden werden möge, damit dieselbe in den Elementen der Stereo- 
metrie Platz finden könne. Irre ich nicht, so dürfte die folgende 
Lösung geeignet sein, dieses Bedürfniss genügend zu befriedigen: 

Eine im Raum gegebene Gerade und ein ausserhalb derselben 
gegebener Punkt bestimmen allemal die Lage einer Ebene. Man 
lege daher durch die Linie Ln—i und den Punkt An eine Ebene, 
dann durch I^i und An eine zweite Ebene, so geben beide Rhe- 
nen eine gerade Durchschnittslinie Ln, welche die gesuchte ist. 
Denn sie geht durch den Punkt An und schneidet, hinreichend 
verlängert, die Linien Li und Ln—i> oder ist mit letzteren parallel. 

Berlin, den 28sten Januar 1847. 
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AmStömimg' einer Aufgrabe , auf weither die Realität der 

' ' " Obelisken beruht. 

» 

Vm Hem Dr. Schellen, Lehrer der Mathematik «B der 

Realsdiale %u Döiseldorf. 



Im ersten Hefte des IX. Theiics S. 89. dieser Zeitschrift stellt 
der Herausgeber derselben bei Gelegenheit der Untersuchung über 
die R<^itSf der Koppe sehen Obehsken die Aufgabe: „Wenn 
zwei gerade Linien im Räume und ein in keiner dcrsel- 
bed liegender Punkt ges^eben sind, durch diesen Punkt 
oine die beiden gegebenen geraden Linien schnei« 
dende *) gerade Linie zu legen. 

"Wir sind durchaus der Ansicht des.EJerausgebers, dass diese 
Aufgabe und der Nachweis ihrer Auflösbarkeit der Theorie der 
Obelisken vorangehen iiiu.ss. Die von jenem gegebene analytische 
Auflösung kann natürlich in den Elementarbüchern der »Stereometrie 
keine Aufnahme iiuden. Wir theilen daher folgende Auflösung 
j-eliiget Aufgabe mit» welche nur gewöhnliche stereometrische Kennt- 
nisse voraussetzt 

Die beiden gegebenen Linien im Räume beseiehnen wir mit 
\A nad JB, den gegebenen Punkt mit O. Wir unterscheiden nun 
sogleich mehrere i^älle: 

1) die beiden Linien A und B sind parallel; 

a) der Punkt O liegt in der Ebene dieser Parallelen A 

und ß, 

b) der Punkt O liegt ausserhalb der Ebene dieser Paral- 
lelen A und B» 

ha Falle a) lassen sl(;h offenbar unzählig viele Linien von 
der Terlangten Bescbaifenheit ziehen« 

Im Falle b) zidie man durch O zu einer der gegebenen Linien 
A oder ß eine Parallele» so ist diese die verlangte Linie» denn 
•le «chneidet die gegebenMi Linien im Unendlichen. 

2) Die beiden gegebenen Linien A und B sind nicht parallel 

und liegen 

ä) in einer Ebene, 

b) nicht in einer Ebene. 

i • • Im Falle a) mag der Punkt O in der Ebene der i< und B liegen 
oder nicht: die gesuchte Linie wird diejenige sein, welche den 
Ihmkt O mit dem Durchschnittspunkte der Linien A und B verbindet 

Der. letztere Fall b) ist der allgemeinere» and auf Ihn begeben 
mkdk die folgenden Untersachungen. 



*) Dieses Wert ia dem Sinne, dsM der Parallelitmut nloht antge- 

schiowen Uu 



I 
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In Taf. VI. Fig. 7. sind die ge^ebeoen Linien A und B, der 
gegebene Punkt O. Dieser Punl^t O liegt mit A offenbar in einer 
und derselben Ebene; wir legen nun durch O eine, die beideo 
Linien A und ß schneidende Ebene, oder wir ziehen Oa beliebig 
nach Af ebenso Ofß beliebig nach JB und verbinden a mit 0, Jede 
durch O gehende, die Linie A schneidende Gerade liegt in der 
Ebene OaA, welche die Ebene des Papiers sein mag. Soll also 
eine solche Gerade auch noch die Linie B schneiden, so muss 
sie durch denjenigen Punkt der Ebene OaA gehen, in welchem 
die Linie ß dieser Ebene begegnet Es könnte nun der Fall sein, 
dass die Linie B diese Ebene OaA nicht trale, sondern ihr pa- 
rallel wäre : dann hätte man aber nur durch O in der Ebene Oa^i 
zur Linie B eine Parallele zu ziehen, welche offenbar die ver- 
langte Linie wäre. Im Allgemeinen schneidet aber die Linie B die 
Ebene OaA und der Treffpunkt sei x. Wäre dieser Punkt gefun- 
den, so würde die gesuchte Linie offenbar die Linie Oa: sein. 
Man kann nun entweder den Punkt x selbst oder, noch einfacher, 
die Richtung der Linie xO auf folgende Weise blo«(s durch Cod- 
struction linden. 

Der Kurze wegen bezeichnen wir die Ebene Oab mit (G), 
Ebene Oo.r, oder was dasselbe ist. Ebene OaA mit (A), Ebene 
axB mit (B) und endlich Ebene Oxf/ mit (Cj; so sind von den 
drei Ebenen (6'), (C), (B) die ebenen Winkel resp. ^abO, ^xhO, 
^xba an der körperlichen Ecke b bekannt, also kann man die drei 
Neigungswinkel 

1) der Ebenen {G) und {B) an der Kante ab \ 

2) „ „ {G) „ (C; „ „ „ 

3) „ „ {B) „ (C; „ „ ., xb^ 

durch eine Constrnction in der Ebene (graphisch) finden *). 

Gehen wir nun zur körperlichen Ecke O, so sind daran gegeben 

1) der ebene Winkel a06, - * 

2) der Neigungswinkel der Ebenen {G) und (C) \ 

an der Kante 06, (l, 2) ( ... fll) 

3) der Neigungswinkel der Ebenen (6^) und {A) I 

an der Kante Oa. j 

Denn um diesen letzten W^inkel zu erhalten, brauchen wir nur 0 
und 6 mit einem beliebigen Punkte der Linie A (z. B. mit za 
verbinden, so sind die drei ebenen Winkel der Ecke O, nämlich 
Otty Oh, ^a06,-bekannt, und es lässt sich daraus der Nei- 
gungswinkel der Ebenen (6') und {A) construiren *). Aber aus den 
o Daten (II), nnnilich zweien Neigungswinkeln und dem zwischen- 
liegenden ebenen Winkel einer körperlichen Ecke O, lassen sich 
die andern ebenen Winkel durch Construction finden **). Also 



*) Gruncrt, Lehrb. der Mathem. TheiL II. Stereom. $. 101. 
**) Kbcndaselbüt §. 104. 
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Jana der ebene WMel aOx, d. b. dH» Neigiing der gesuchten 
JLMe gegen beknanle Richlag Oa gefunden werdenn 

Den l/tcD Februar 1847. 



£ine Bemerkung; zu Nr. X. Im isten Hefte des 9ten Bandes. 
Von Hann Bf. Fnidner, Gynnsaiellehnr In NeÄ-SlreliU. 



Der Herr Herausiyeber dieses Archivs macht darauf aufmerk- 
8ani, das8 niaii, um die IMö^lichkeit des Oheiiskeri darzuthun, die 
Aufgabe zu lösen habe: ^,wenn zwei gerade Linien im Räume 
uod ein in keiner derselben liegender Punkt gegeben sind, durch 
dieeen Punkt eine die beiden gegebenen geraden Linien schnei- 
ilende gerade Linie zu legen.*' JJa hiebei der Parallelismus natür* 
lieh nicht ausgeschlossen ist, so wäre die AuCi^abe wohl präciser 
80 zu stellen: „wenn zwei gerade Linien im Haume und ein in 
keiner derselben liegender Punkt gegeben sind, durch diesen Punkt 
eine gerade Linie zu legen, welche mit jeder der gegebenen in 
einer Ebene liegt.'' Eine ganz elementare synthetische Auflösung 
Ist folgende: Durch den geliehenen Punkt ond jede der gegebe- 
nen geraden Linie ist eine l^bene bestimmt, weiche beide Ebenen 
sich in einer geraden Linie schneiden müssen, da sie beide durch 
denselben Punkt gelegt sind. Die Durchschnittslinie ist die ver- 
langte, wie sogleich erhellt. Liegen die beiden gegebenen Linien 
in derselben blbene, so ist die Durchschnittslinie entweder mit 
beiden parallel, wenn sie nämlich selbst parallel sind, oder geht 
durch den Durchschnlttspunkt beider, wenn sie convergent sind» 
Avie dies ja in jedem Lehrbuche der Stereometrie bewiesen wird* 
Der ebenfalls noch mögliche Fall, dass die beiden gegebenen 
Linien und der gegebene Punkt in derselben Ebene liegen, wird 
durch die Natur des Obelisken ausgeschlossen. Aus Obigem er- 
heilt zugleich auch noch, dass die drei 8eitcnkanten des dreisei- 
tigen Obelisken immer in einen Punkt zusammenlaufen, der drei- 
seitige Obelisk also Immer eine abgekürzte Pyramide Ist. 

Den 3]sten März 1847. 



1 

SynUietische Lösnog der im Archiv Band IX. Seite 89. 

gestellten Aufgabe. 

Von Herrn Fischer, Lehrer der Mathematik an der Gewerb«cboIe 

EU Bayreath. 

1 

Aufgab e. Zwei Gerade und ein Punkt ausser denselben 
8ind gegeben, man soll eine dritte Gerade durch den Punkt legen» 
welche die ersten beiden Linien schneidet 
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Lüsnng I. Miui lege* durch jede einzelne Gerade und den 
Punkt eine Ebene und bestimme die Durchschnittsikiie beider | 
Ebenen, so ist diese letzte Linie die gesuchte. 

Lösung IL Man lege durch den Punkt und eine Gerade | 

eine Ebene, bestimme den Diirchjian'jrspiinkt der anderen Geraden 
durch die Hiir8el)ene und verbinde den ^efundeoeo Punkt mit dem 
gegebenen, so hat man die verlangte Gerade. 

Besondere Betrach tu Ilgen. 

Obige Losung wird auf das Postulat , durch zwei Punkte eine 
Gerade zu legen , zurückgeführt, wenn die gegebenen Geraden 8kh 
sehoeiden; die Lösung wird unbestimmt, wenn die gegebenen 
Geraden und der Punkt mit ihnen in- einerlei Ebene liegen; sie 
iff'vd endlich unmöglich 

a) wenn die durch eine Gerade und den Punkt gelegte Ebene 
zur anderen Geraden parallel wird: die gesuchte ist dann panlM 
ztar zvf^eiten gegebenen; 

6) wenn die zwei Geraden parallel, sind und der gegebene 
Punkt ausser ihrer Ebene liegt: die gesuchte ist parallel zu bei- 
den gegebnen. 

Anmerkung. Die Aufgabe gehört nothwendig in die Ele- 
mente der Geometrie und zu einer ganzen Gruppe von Aufgabeoj 
von denen man bisher nur die einzige bebandelte : eine Gerade zn 
finden« welche zu zwei gegebenen (gekreuzten) Geraden senkrecht ist 

• 

Den 3l8ten Januar 1848. 

Anracrifung dcR Heran sprberJ. In dem Augenblicke, wo die- 
»en Heft gesclilossen M'ird, geht mir eine aiistuhrliehe sehr schöne Ab- 
handlung des Herrn Prof. Dr. Matzka ssu TarnoM in Galizien üb«r 
dleMn GegoiataiiA sn , welche denselben «ehr ToUständig erledigt ; dieü 
Abhandlung wird in einem der n&chsten Hellte ertchelnen. 



Berichtigung. 
In Tbl. XI. Heft 1. ;S. 89. Z. 9. v. o. statt 

muas es heiasen: 
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Veber die AnfflSsun^ der Olehähnnseii 

des dritten Orades* 

Ton dem 

• Herausgeber 

und dem 

Schillamts -Kandidaten Herrn W. Sphlesicke 

SD Greibwald. 



Eioleitung^ 

Der Herausgeber des Archivs, welcher schon iu zwei frühe- 
reo Abhaodlungen (Thl. VI. Ptn I. und Nr. LH.) von der Auflö- 
sung der cubischen Gleichunjjen gehaudelt hat, kommt in dem 
»orJjegenden Aufsatze noch einmal auf diesen viel besprochenen 
Uegenstand zurück. Die nächste Veranlagsunij zu diesem Auf- 
satze gab die dem Herausgeber von einem seiner liebsten Schüler, 
ioB^.in der Uebeischrift genannten jetzigen Schulamte-Kandidaten 
Beom W. Sdilesicke aus Königsberg i. Pr., bei Gelegenheit 
uoer ganz anderen caiculatorischen Arbeit, Avelche die Auflösune 
:ubiscner Gleichungen erforderte, gemachte Bemerkung, dass sich 
lurch eine besondere TransfornKition einer vollständigen cubischen 
aleichung sogleich eine quadratische Hiilfsgleichung zu deren Auf- 
ICsung erhalten lasse, ohne vorher das zweite Glied der cubischen 
Gieicl long wegschaffen zn müssen. Es Ist also die vorliegende 
IbbaBdlnng ganz als eine Arbeit von uns beiden zu betrachten, 
md oamentlich rührt die Grupididee aliein von Herrn Schlesicke 
ler. Wa^> sonst dem einen oder dem anderen angehört, darüber 
vollen wir hier nicht in's Einzelne einuelien und am allerwenigsten 
□it einander rechten, da es bei einem sclnm so viel und so oft 
behandelten Gegenstande wohl gewiss nicht unsere Absicht sein 
tann, uns damit einen gewissen Ruhm zu erwerben, indem wir 
ielmehr nur wünschen, der Sache zu dienen, nnd vielleicht ein 
weckmtetiges Hülfsraittel fär den Unterricht in der so wichtls^en 
.ehre von den Gleiehnngen des dritten Grades den Lehrern dar- 
ubieten. Beschwerlich ist übrijiens die Wegscbaft'ung des zwei- 
en Gliedes der cubischen Gleichungen, bevor man zu ihrer Auf- 
isung übergehen kann, immer, wie Jeder wissen wird, wer sich 
iel. mit der AulMtomig solcher GIdchungen zu beschäftigen Ver- 

TUM XI. 83 

$ • 
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aolassuDg gehabt hat: und wenn daher auch freilich die Weg 
schaffaiig cueses Gliedes bei unserer fofgenden AnflGsan^ ei^ent 
lieh nur umfangen ist, so dfirfte dieselbe doch vielleicht in diesei 
Beziehung eiD^ Bc<iucmlichkcU vor der gewöhnlichen AuflusoDi 
darbieten, worSber wir das Urtheil den Lesem anheim stelieo. 

G. 



Die aufiralSsende Glelebnng des dritten Graden sei . 

Wenn 'man in dieser Gleichung 

^ ■ u 

setzt, und zugleich auf beiden Seiten der Gleiclnnig mit mul« 
tiplicirt, 60 erhält man nach einigen leichten KeductioDen di€ 
Gleichung 

welche^ indem mau 

4) r = tt' j 
setzt, fenier zu der Gleichung | 

führt, so das« also durch diese Substitutionen die Auflösung de^ 
gegebenen cubiscben Gleichung 1) auf die Auflösung der quadia 
tischen Gleichung 5) zurückgeführt ist. 

Setzen wir aber der Kürze ivegen 

00 erhftlt die quadratische Gleichung 5) die Form 

7) c«+Jo+4^=0, 

und führt, auf bekannte Weise aufgelöst; wenn die beiden VVertj 
der Quadratwurzel aus A^^B durch i: C bezeichnet werden, al 

8) C^-A^^B 

gesetzt wird, zu den beiden Wurzein: 

9) e=— |(i<TC). 
Daher haben wir nach 4) zur Bestimmung ton u die GleU 
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10) »»=—4(21^0 

oder 

Bezeichoen wir eine Wnr^ dmer Gietchung durch Ug, so 
das« also 

Ui»+iQ4 + C)=0 
ist, iiod setzen allgemein 

so ergieM sich durch Subtraction 

C^=«« - M, »= (m— Ml) Ifitt + Hl«) , 

und die lieiden anderen Wurzeln der Gleichung 

müssen also durch Auilüsung der quadratischen Gleichung ^ 

ficstimmt werden. Dadurch erhalt man, wenn die beiden andern 
gesuchten Wurzein, durch u^» bezeicÜnet werben « ohne Schwie- 
rigkeit: 

i-,v3.^:::ä i4.v3.V^i. 

iia=— Mj^. 2 , U8=— «1.- j » - 



so dass also die drei Wurzeln der cubischen Gleichung 

ii» + i(^+C)=0 

etzt 



/ HiV3.V^^i 

» lfa=— «■.— ^- — s 



iiod. 



wir aber die drei purzeln der Gleichung 

1 1 1 

urch u^9 u^; die drei Wurzeln der Gleichung 

«•+I(i4+C)=:=0 



nrch ift* %* %f <o iat nach dem Verhergehenden 
III 



33* 
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' HieraiUK sieht maos dm, wenn man eine Wnnel derGMcteng 

ii»+i(il-C)=0 

■ 

in eine Wurzel der Gleichung 
moltipUcirt, das Product nur 



oder 



oder endlich 



sein kann. 

Nun ist entweder 

oder es ist nicht 

Im letzteien Falle Ist nach dem Obigen entweder 



oder es Ist 



Ist aber 



so ist 



. g =H6— »a^. : 272 

d. i. 
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ab9 

9 



— »itti . 3 =— J(6— Ja«). 



bt dagegen 



so ist 



2 272 ' 



iL l 



«iiii . 2 '^ia«^> 



Hält man dieei mit dem Ohigen zusammen, so ercjlebt sich auf 
ganz unzweideutige Weise» dass es immer eine Wursei der itUeiißlmng 

ood eioe Wurzel der Gieichong 

giebt, deren Product 
ist 

Lassen wir nun tii und die Wurzeln der beiden in JRede, ' 

stehenden Gleichungen sein, deren Product — ia^) ist, so 
iass also . - • 

17) 

st, so ist nach dem Obigen, wie leicht erhellet, auch 

l^..ij«,Ä-i(*-}0«), 

md .' 

19) i,tt,=-K6-ia2). 
Sach dem Obigen ist aber allgemein 
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u 

Also können wir 



. «1 



setzen. Dann ist «auch 



a;=— i-, 



1 



d. i. nach dem Vorhergehenden 



» i 1 

«l?*l(Wl~l«)+2'l«lttl 

.r=— ü ^ L-_i_; 

1 

also 

1 

I 

Ferner können wir 



• /2_ _^ 1 



«2 



setzen. Dann ist auch 



1 

d. i. nach dem Vorhergehenden 



also 



1 1 i 

1 



1 



Endlich können wir auch 



* 

Digitizfed by Google 



353 

setzen. Dann ist auch 



;J7 

1 



iL L naeh dem VorhergelieDdeD 



i i-i- 



Demnach ist: 



20) «Z5= j -ia + ia + tts. 
also nach dem Ohigeo: 

21) a:=^-ia— Wj. g a^.— ! g 

-U— tf|, 1 «1. g j 



oder 



1 1 



Man mnss mm zwei Fülle noterocheiden« jenachdem die Grösse 
C reell oder imagmSr» d* h. naeb> dem Obigen» jeDaehdfem 

ist 

Wenn zuerst C reell, d. h. ' » 
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ist, 60 solIeD 

V'-kiA-'C) und \rzz^AT< 

die reelleD Cubikwurzeln aus den beiden Gri» 

— U^— O und -^(^1^ 
d. h. die reellen Wurzeln der beiden CJIoi- 

u^^l(A—C) = 0 und ' 
bezeichnen; dann ist 

V"— IM-O . V - 

nnd nach dem Vorhergehendr 



23) 

zu setzen berechtiget, 
Also ist nach 22) in • 



24) a: = 



welche.* 



s « 



sind. Z 
dem Ol) 



'in — nV'^i 
-in -f ?*V<^ j' 

tl.iss im vorliegenden Falle die 
M'licn (ileichiingen jederzeit alle 
•nders benicrkenswerth ist. 

i.ntwickclnni? bloss mit Hülfe der 
-iüuesen. \V enn es sich nun aber 
der drei reellen Wurzeln 33) selbst 
lilich auf die liestimmung der bei* 
«ler Gleichunsf 



Mi^ebra nicht mehr ausreicht, sondern 
iistande der Mathematik die Goniome- 
ist. 

man zuvörderst 

V^— 1 = Q (cos 9 -f sin qp V— 4), 

sse sein soll ; so hat man zur ßestimpiung 
Ion Gleichungen 

(Jcosg)= — \Ay QS\x\(p — \D\ 

nn marf diese Gleichungen quadrirt und dann 



ej2=.(.42+/>2), - ' 

iliv sein soll, 

35) 9=:iV^2^/)2 

man mittelst dieser Formel q gefunden, so ergiebt 
•t der Gleichungen 

36) cosgj = — sing)=^. 

beiden Gleichungen, d. h. den beiden Gleichungen 34), 
^enOgt werden muss, so muss man bei der Bestimmung 
' folgenden Regeln beachten: 

HD die Grössen 



D 
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and wir sind datier, gleichzeitig mit 28) , 

, 8 

zu setzen berechtigt, so dass also gleichzeitig, d. h. mit Beziehuog 
der ohern und untern Zeichen auf einander , 

8^.^ • L 

31) V -4(il+C)= V— i4-ti^V^=mdb»V^ -1 

Ist 

lAlso ist 

« 

V -i(^-€). V-Kil+C)==(m+ii V^)(m-jiV^)==wH«*. 
und iblglicb 

(m« + n2) 3 = . - C) + O = i - C») = i Ä , 
d. i. nach dem Obigen 

(Wl2 + «2)3 = — ^ (6 - • «2)3 ^ 

also, weil dies eine Gleichung zwischen reellen GrSssen ist» 

m* + 11«=— I (6 - ia») *). 

Folglich Ist 
und* 

m + nV — 1 und m — n 

sind daher offenbar zwei Wurzeln dei* Gleichungen -f-i(il— f')=20 
und 7<3_|_ 1(^/4- C)=0, deren Product — J(6— 4a*) ist Dahtf 
ist man nach dem Obigen berechtigt 

32) A='» + »^^^. 



ZU setzen. Führt man aber diese Werthe von «• und tc. in di« 

Gleichungen 22) ein, so erbftit man nach einigen ganz leidital 
Reductionen: 



•) Dats im vorliegenden Falle Ä=:— ^(Ä — Hfl«)*, und daher aaek 
— ir(^*— a^*)'» eine positive Grösse ist, versteht sich nach dem Vor- 
hatgeli«nden von seUitt, folgt aber auch aogenbUeUidi aU« dsr^ "* ' 
gong A"^ — BK^ü^ welche, wenn B feegatiT wftre, offenbar alcm 
•ehi könato. 
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33) 1 — Ja-fffi— mV3, 
( — ia— m+iiv3;' 

und sieht also hieraus zugleich , dass im vorliegenden Falle die 
drei Wurzeln der gegebenen cubischen Gleichnngen jederzeit alle 
drei reell sind, was saturlich besonders beinerkeosweith ist 

Bis hierher ist die ganse EntwieleeiaQir bloss mit Hfllfe dor 
gewObDlieben Algebra mOglich gewesen. Wenn es sich nun alier 
um die numerische Bestimmung der drei reellen Witizelii^) selbst 
handelt, so kommt es hauptsächlich auf die Bestimmailg der bei- 
dea reeiieo Grössen m, n aus der Gleichung 

an, woza die gewöhnliehe Algebra nicht mehr ausreicht, sondern 
nach dem gegenwärtigen Zustande der Mathematik die Goniome- 
trie unbedingt erforderlich ist 

£tt dem Ende setze man zaTttrdeTSt 

— iil + = « (cos 9» + «ia^ V^)* 

wo Q eine positive Grösse sein soll ; so hat man zur Bestimipung 
von ^ uod 9 die beiden GleichuDgen 

34) ^C0S9>=: — \A, Q8\ntp = ^Di 

ans denen man, wenn maif diese Gleldrangen qnadrirt mid'daiiki 
zu einander addirt, 

also» weil ^ positiv sein soll, 

35) ^=tV-4a+i^ 

erhält Hat man mittelst dieser Formel Q gefiindent so ergiebt 
sich 9 mitteist der Gleichungen 

36) cos9=-g^, «MV=2^- 

« • . 

0a diesen beiden Gleichnngen» d. b. den beiden^ Gleichungen 34)» 
zugleich genflgt werden muss , so muss man bei der Beatimmang 
von. tp die folgenden Kegeln beachten : 

Wemi die GrOssea 

D 

respeefive 



positiv, positiv; 
positiv, negativ; 
negativ» positiv; 
negativ* negativ 

sind; «0 muss mao 9 so nehmen, dass respecttve 

Ö00<(^<180«, 
1800 < < 2:0«, 

ist 

Man kann aber unter ßcachtung derselben Keeeln auck zuerst 
9 niittebt der anti 34) alch anf der Statte ergebenden Glelcbang 

37) tang9)=:— ~ 

bestimmen, und erhält dann Q mittelfit eines der betdeo folgeodeo 
Ausdrücke : 

gg, A D 

' ^ 2coa9 2siD9 ' 

oder 

39) Q— — iil8ec9)=^/>eoflee9. 

Die numerische Rechnung nach der zweiten AoflusaDg lat offeD' 
Irar ' leichter als die nach der ersten AuflCsong. 

Hat man nun auf diese Art die Grössen q nnd 9 besdmiat, 
und also der Gleichung 

- U + V^= a (CO» 97 + emtp V^) 

Senügt; so ist nach dem Moivre'schen Satze, deo , wir hier als 
ettannt voraussetsen. Indem überdies sein Beweis so leicht is^ 
dass er selbst sehr füglich in die Elemente aufgenommen wcffdct 
ioinn,* worin uns hoientiich jeder Lehrer beistimmen wiird: 

VZIjJ+T^V^ = ^ i (cos I9 + sin 5 9 V^), 

d. Ii. die Grosse auf der rechten Seite des Gieicbheitszeichens ist 
jederzeit ein Werth der Cubikwurzel auf der linken Seite des 
Gleich heitsaeicheos, und wir siml daher nach dem Obigen be- 
rechtigt, 

111=91 cos t^» 
fl ss^isiniqp 

zu setzen, wodurch daher die Grössen m und n bestimni» uod 



40) 
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di^ gegebene cubische €rleidhuD|f folglich ab aufgelM betrach- 
ten ist 

Zum Schluss dieses Aufsatzes wollen wir nun noch die ganze 
Auflösung der eubischcn Gleichungen, wie sie sich ans dem Obi- 
gen ergiebt, im Folgenden zusammenstellen« 

Die aafznidsende cubische Gleichmig sei die yoUstSndige 
Gleichung 

Man berechne zuerst die beiden HulfsgrOssen 

aus den Coefficienten der aufzulösenden Gleichung , und daraus 
ferner die Grösse 

Wenn dann 

Ut, so setze man 

und die drei Wurzeln der aufzulSsenden Gleichung sind dann» wenn 

^^KA-^Q und V'-K^ + C) 
die reellenr Cubifcwurzeln aus 

— C) und + 

bezdchnen : 

-ia-i 1 V"- J C) + V"^ + C) I 

+S1 V -^kiA - V -i(J4- Ol V3. V^, 

Für 

A^^B=0 

werden diese drei Wurzeln: 



04 
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und sind sänuntUch reell. 
, Wenn • 



360 

-Ja- 



ist» 80 setze man 

und berecbne den Winkel 9 mittelst der Formel 

iodem mao beachtet» dass» wenn die Grössen 

A. D ^ 

respective 

positiv, positiv; 
positiv, negativ; 
negativ» positiv; 
• negativ, negativ 

sind» der Winkel 9 so genommen werden mnss» daes respective 

90ö<9)<180o, 
180o<9<270<», 
Ö <9< 900, 
W<9<3600 

ist. Dann beredioe man 9 mittelst einer der beiden Formeln 

A D 

2 cos 97' Ssin^) 

■ 

und die GrSsseo m» n mittelst der Formeln 

jn=^^cos^9» 
nzs^isini^. 

Hierauf erc^eben sich die drei reellen Wurzelu, welche die gege- 
bene Gleichung in diesem Falle jederzeit hat, mittelst der Formeln: 

— ia + 2m, 

a?= \ — |a— m— nV3, 
— ia— m+nVß. 
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DiM6 ▲onamiDg der cubUchen ^Idehungen ddrfte eifk. ip* 
meKtBeh dadurch' empfehleD, daas sie wenigstenii eine directe 

Wegschaffung des zweiten Gliedes der aufzulösenden Gleichung 
nicht erfordert, und in allen Fällen alle drei Wurzeln derselben 
in ▼(illig ent^vickelten Ausdrücken, die auch fiir die numerische 
Rechnung, wie es uns scheint, hinreichende Bequemlichkeit dar« 
bieten, liefert. Wir glauben daher diese Auflösung einiger Beach- 
tung der Leser wohl empfehlen zu dürfen. « ' . , 



f. . . 




t 



Heber dieBesUmninn^ des seheinliareii 

Ortes. 

Von dem 

Herrn Doctor J. Dienger, \. 

Lelmr ■■ dm haiierai Bargaradmle sa Sinsheli» bei Heidelberg. 



Die allgemeine Anfjgabe lautet: 

„Ein sehender Punkt bewegt sich nach irgend einem gegebe- 
nen Gesetze auf einer Kurve und sieht einen andern Punkt, der 
sich nach einem gleichfalls bekannten Gesetze auf einer Kurve 
bofregt; man verlanct die Kurve zu kennen, nrelche der letxte 
Punkt auf einer gegenenen Oberiftcbe zu beechreiben echelnt^' 

DSesee Problem kommt offenbar auf folgenden surficbc 

9, Man denke sich durch irgend eine Lage des sehenden Punk- 
tee naeb der Ibr entsprechenden des gesebenen eine gerade Linie . 
gezogen, aucbe die Oberfläche, welche durch alle solche gerade 
Idnien gebildet wird, und beetimme dann den Durchschnitt dle- 
<:pr Oberfläche mit der gegebenen, so ist die Durchacbnittakurve 
der scheinbare Ort des gesehenen Punktes." 

Um diese nun sn bewerkstelligen, seien ' , 

y=/'(:r), t=FXa:) (1) 

• I 

* 

die GlekhiMigjn derKnr?e, anfdersidi der sehende Punkt hewegt; 

z=fi(*) ' (2) 



m 

die der Karve, «af der aieh d«Fr gesehene PuAt bewegt mi 

die Gleichung der Oberfläche, auf der die scheinbareo Orte' ange- 
geben werden sollen. 

Sei ferner t die von einem bcstimniten Anfange an bis zu irgend 
eineAi beliebigen Zeitpunkte verflossene Zeit, und 

seien die Funktionen der Zeit, u eiche die Werthe der Abscissen der 
Kurven (1) und ('i) ausdrücken, so werden auch die Ordinatenjf 
und z der beiden Kurven als Funktionen der Zeit gegeben sein» 
wenn man fSr x seinen Weith als Fankfion von i setzt. 

Man findet also für die Kurve (1) : 

wenn V/«)a=A9>(0), ^0«^(9>(0); (6) 

wenn ^i(0=/i(ffiW). ^i(0=i^i(9i(0). (6) 
Die Gerade, die durch diese Punkte geht, bat zu Gleichungen: 



(a: - q>(i)) {öl (0 - ö{t))={z - ö(t)) (cp, (0 - cp(f)) , 

(y-.^{<))((Ji(0-^W)=(z--^W)(ti(0-^W). 



0 



£liiiiiiiifft am iwls<)bsn diesen beiden GleichnngeD die Grosse 
t, so findet man eine Gleichung 

welche die Gleichung der durch alle diese Linien gebildeten Obe^ 
fl&che ist Uta Dafehscfanlttskurve der dnNh ($) imd der dusll 
0) ausgedrfickten Fläche ist die gesuchte Knrfe dee «eMbkiMi 
Ortes. Geben wir zu Anwendungen über. 

1) Ein Avge bewegt sieb mit gleichförmiger Geschwindigkeit 
a liorlsontal , während ein Körper ohne Anfangsgeschwindigkeit 
von einer Höhe h herunter föllt Jüan soll den scheinbaren Ort 
dieses fallenden Körpers auf einer vertikalen, der Kichtnng de» 
Auges parallelen F.hene bestimmen, weiche von dieser Linie uii| 
die Grösse k entfernt ist. : . t • 
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Mao nehme an, es langen das Auge und der Körper ihre ße- 
weeuni^eii zu gleicher Zeit an ; der Ausgangspunkt des Auges sei 
Anfangspunkt der Koordinaten, die Kichtuni? desselben Axe der 



^puiikt ( 

Xt die Axe der r vertikal und die positive Axe der^ gegen die 
gegelMue Bikene gewendet. Die Gleicbungeu (5) efaidT abe hiMP* 

« ■ 
I 



x^at» 3f=0, «=sO; l 



die (6) dagegen 



• i. 

.. . » 



wenn h und c die horizontalen Koordinaten des Fusspunktes der 
Linie siDd, welche der {aliende KOrper besclireibt« Demnacli 

gKO=a*, i|;«)=0, d«=0; i<^W=c, Äi.«)=A-r^ Ji. 

1 .1. 

wonn g die Beschleunigung durch die Schwerkraft bezeichnet. 
Die Gleichttflgen (7) werden also m: 



.4-1 



2 

worami 

ftr di« Gletcbiio^ (8) erfolgt. 
Die CUchnng (3) ist hier 

demnach erhält man als Gleichung des scheinbaren Ortes: 

welche Gleichung eine der wirklichen Kurre identische Karre 
drückt» die mit ihr in der Entfernung k parallel gezogen ist. 

i*i» 4 y et a i t man statt x\x-\r-^9 statt %\z-\r-^> so wird diese Glei* 
efamg zo . 



9Ac * 

Demnach ist die Kurve des scheinbaren Ojtes eine Parabel, deren 
Seheitel zu Koordinaten hat: • 

24* 
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zu 

bk , hk 

ttDd deren Pttrameter tat Die Ate derselbeD ist 

parallel der Axe yler z. 

Hieraus ergeben sich einige merkwürdige Folgerungen. Wäre 
nämlich k = c, so fände man, dass der Körper eiae gerade, senk- 
rechte Linie zu durchlaufen scheine, was sich von eelbet ▼ereteH 
da er alsdann seine wirkliehe Bahn zu durchlaufen scheint und 
doTchlftuft. Im Anfknge der ßewegang ist der Körper scheinlitt 
in dem Punkte » dessen Koordinaten: 

bk ^ hk, 

« 

d. b. im Scheitel der Parabel. Am Ende der Zeit t dagegen Iii 
der Körper in dem Punkte, dessen Koordinaten: 

Nimmt man dagegen den Scheitel der Parabel (in der filieiie der 
xi) zum Aniiingspunkt der Koordinaten, so sind die Koordinatm 
dieser zwei Punkte: 

a?=0, 3f=A, 1=0; 
{c-h)üi ' gki^ 

Ä = , y^k, 

Demnach scheint der Körper in der Zeit t (von Anfang m) ^ 
Länge : 

SU durchlaufen, während das Auge die Länge ai durchlSufl.'' 

2) Ein Punkt bewegt stdi horizontal mit gietchförmiger Ge- 
schwindigkeit a in einer geraden Linie, während ein Auge sich 
in einem ebenfalls horizontalen Kreise mit der gleichförmigen Wio* 
kelgeschwindigkeit b bewegt. Welches ist die Kurve des schein- 
baren Ortes auf einer Ebene, die parallel ist mit der RichüioE 
des gesehenen Punktes, vertikal steht und von dem Mitteij^iw 
des Kreises um die Grösse k entfernt ist? 

Es sei r der Halbmesser des Kreises, seine Ebene die der 
xyt sein Mittelpunkt der Anfangspunkt der Koordinaten, die Axe 
der % nach oben gerichtet Sei femer die GIdefaung der Tom ge- 
sehenen Punkte DNeschrbbenen geraden Lfaue: 

indem wir die Axe der x ihr parallel annehmen und deren posi* 
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üven Theil nach der Richtung der Bewegung hin gehen lassen; 
descgleliAen sei der positive Theii der Axe der y eesen dieselbe 
S^tot EndUch aA ^ 5 » , 

die Glelchiiiig der erwäiDten Vertikalebene. 

Es sei im Anfange der Bewegung das Ause in der positiven 
Axe der y, der giMleliene Punlrt in einer Stelle, deren Abscisse 
aessk eei, so ist nir diec(en Fall: 

a:=rBiü(pt), jß=reos{öi), z—O 

für den sehenden Panlct, d. b. 

^0=«*«n(*0» f(t)=rcoa(bt)p d(0=0; - [ ^ 

dessgleichen . ..» 

Die Gieichup^^a (7) werden also: 

1 (y— r cos (/ft))d^t(e—r eoa(bt)). . • - 

DIw* BW«! AMdHwgMi mit der Gleidnmg 

bestimmen ▼öllstftndig die gesuchte Kurve. 

"Wir wollen sie nur für den Fall ableiten, dass o=0, d. h. der 
gesehene Punkt in Ruhe sei. Alsdann findet sich: 

f«(x— il)*=(«* - dx)^ + («*— äff 

als Gleichung der Projektion der gesuchten Kurve auf die Ebene 
der arty welche Projektion aber der Kurve selbst identisch ist. 
Die gesuchte Kurve ist somit vom zweiten Grade. Sie ist 

et) efaM Ellipse» wenn r<e; 
ß) eine Parabel, r=sc; . 

y) eine Hyperbel, r>6'. 

Ww. Andeutangeo mSgen genügen. 



3M 




Ein neue^ Verfahren, ohne Wlnkel- 
Messinstramentet fast ohne alle Kennl- 
nime In da* C^netrie, nnd nur nilt ge- 
ringem Oehrauch der Messkette sehr 
zerschnittene Floren genau unds^inell 
aufiBunehmen nnd Bnearltaren; also flr 
Tiele Iiandwirthe und andere geeignet, 
die die €leometirie nur n^ibensäetaiieli 
betrfehen haben ; Jedoch auch in Tlelea 
Fällen für Feldmesser yon Profession 
anscheinend vorzugsweise brauchhar. 

Ton dem * • • 

Herrn YerEae^sungs-ReyUQr {W-^rnst 

sn BeMu anf der Insel Rogen. 




Es sind bisher noch wohl keine Absteckstäbe, Messflag^eo 
oder dergleichen vorgeschlagen worden« weipit IQAn viele im Freien | 
auf einmal damit bezeichnete Punkte in einiger Entferrmng (bisi 
auf ungefähr 600 Schritte) sicher und «i^enau von einander onter- 
ficheiden, und darnach d'wse Punkte leicht benennen könnte. Prak< 
tisch am brauchbarsten diirlten solche Messflagffen u'ie TaC YH 
Fig. l. einzurichten seh). Die offmn Emliaäeni'MiC|MWli 
aa, etwa 1 Fuss im Durchmesser, werden durch gewöhniicfce; 
kleine Tonnenbänder, der Mantel des Cylindem dnrch verschie-l 
denfarbiges Zeug gebildet. Man nehme schwarzes, rothes und 
weisses Zcuir, J^arben, die allenthalben acht zu haben sind, war 
wichtig \si, Hegen und SonneTtÄt^etn widerstehend, und die auch 
in der Ferne am besten zu unterscheiden sind. Mit diesen drei 
Farben kann man, in der Feme deutlich uDtefseheidbar, 21 fW- 
schiedene solche Cylinderflaggen herstellen. Ntalich» l od e i^ fM 
den Farben nur die Anfangsbuchstaben heigesetsl warnten: 1 
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8. 


r. 


8. Fw W. ^ 


8. 


r. 


8. 


r. 


8. 


w. 


s. w. r. 


8. 


\v. 


8. 


w. 






8* w. 


r* 


8. 


r* 




r. 


w. 


r. w. 8. 


n 


W. 


r. 




w. 


8. 


w« 8. r« 


w. 


8. 


w. 




w. 


r. 


w. r. s. 


w. 


r. 





Die Streifeo dfirfen oatOrlieh nur horizontal geh«», da die 

Cylinderflaggen sonst nicht von alleo Seiten gleich auHsehto wür- 
den. Mehr als drei Streifen zu nehmen ist nicht rathsaro, da 
dann Undeutlichkeit entstehen kr)nnte. Glaubt man mehr als 21 
zu gebrauchen, was indessen nicht so oft vorkommen mögte, so 
mu6s man lieber eine neue Farbe hinzu nehmen. Gelb oder heilblau 
wurde am besten sein; indessen siebt in der Ferne das Gelbe 
leidbt weiss, das Hellblaue seb^varz ans. Die Streifen braueben 
Dicht breiter als 1' zu sein. Man. muss notbwendig in so fem 
eine feste Ordnung beibehalten, dass man immer von oben an die 
Flageen benennt. Die Flaggen selbst siml , ein fiir allemal, oben 
mit Bändern zum Anhängen versehen, da sonst beim Ab wehen z. ß. 
r. w. s. statt s. w. r. unrichtig wieder angehängt werden icönnte. 
Viele Verrichtonsen.. so auch diese, eelingea nur, wenn man 
Ii6nie> auch niebf die unscheinbarste » Vorsichtsniassregel ausser 
AAt lässt. 

f£s erbellet» dass diese Cylinderflaggen auch beint Messen 
des Details mit dem Messtisch von wesentllcbem Nunen sein 
wflrden.) 



Zu diesen Flaggen kann man erOsstentheils Ideine leichte, 
natOrilcb aber nur gerade Stangen nehmen. Ausserdem gebiaucbt 
man Aiehrere bedeutend grossere Stangen , etwa mit Stroh kennt* 
lieber gemacht. Man errichte mit drei Strohstangen (Taf. VII. 
Fig. 2.) in oder um einer aufzunehmenden Flur zunächst ein nur 
ganz ungefähr gleichseitiges Dreieck ABC. Mit den Cylinderflag- 
gen bezeichne man innerhalb des Dreiecks alle bemerkenswerthen 
Punkte in den Grenzen und landwirthscthalltlicheH Contureo, in 
pmm beliebiger Reihenfolge, so dass dinse €o«iur«n Tbn- einer 
Flagge zur andern als gerade anzunehmen sind; während man 
dabei zugleich, nach und nach, in einer dabei entstehenden ganz 
ungen^hren Handzeichnung, etwa wie in Taf. VII. Flg. 3., bemerkt, 
in welchen Punkten und Conturen man jede einzelne Flagge senk- 
recht errichtet hat. Es erfordert diese Handzeichnung nicht etwa 
Fertigkeit, oder geometrische, sondern nur nioraliAche Geoauig- 
jMC:, dass die fPolirten Farben nicht verwechselt werden Wkmtm, 

Man messe hierauf die drei Seiten des Dreiecks ABC. VVäh- 
rend man hierbei von B nach C sich bewegt, werden die ;wimmt- 
UciUen Fiaggenfitangen, die mau im Dreieck ABC «Misge^teckt ]mX, 
■ach «ad nach, a&er wi^rsdmhdicii ansser der Iteliie» qdt mt 
litoelurtange A In elao gerade Unle konuM». Wo dies gescbieli^ 
^nl die jedeanieUge 1Bot£mwg> immer von B ab g/mmm 
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Dotirt, und hierbei zugleich angegeben, welche Farbe es wzs. 
Nur die Linien der Flogen mit A notirt man beim Messen dec 
Linie ßC. Die Verlängerung der Linien zweier oder mehtgwr 
Flaggen unter sich» me stellt etira weh dnrdi A geben, IM 
man unbeachtet. Man kann hierbei nicht leicht irren» denn man 
hat nur zu beachten, was mit der einzigen Stange A vorgeht, die 
durch ihre Grösse und den Strohwiepen kenntlich ist Die beideu 
Strohwiepeii 13 und C stören nicht, weil man damit in einer Linie 
ist. Ganz analog verfahrt man bei der Messung der andern bei- 
den liinien CA und AB. Das unmittelbar beim Messen geföhrte 
Bfamial aShe aieli dann so an: 



Tod B 
nach r. 



Toa C 
nach A» 

R 0 t b e n. 



Von A 
nach B, 



w 


17,0 


60,1 


48,3 




22,4 


13,5 


69,5 


t 

r 


24,0 


30,8 


65,0 


WS 


29,2 


57,2 


37,4 


rs 


36,4 


58,2 


30,0 


tor 


36,4 


66,0 


21,6 


tr 


39,4 


17,1 


57,4 


ru> 


41,3 


42,3 


43,8 


$w 


45,2 


36,3 


45,9 


swr 


46,0 


58,8 


19,5 


trw 




59,5 


7,5 


rsw 


7M 


17,8 


27,5 




90,1 


81,6 


79,7 



Es ist nämlich für das Auftragen zweckmässig, wenn bei jeder 
Farbe die entsprechenden Entfernungen in den Dreiecksseiten bei- 
geschrieben werden. Sollte dies nicht gleich beim Messen selbst 
gesdiehen sein, so muss doch vor dem Auftragen das Manitäl 
80 geordnet werden. 

Aus Taf. VII. Fig. 4. ist nun beispielsweise bei den Punkten 
t, r und to i« eraehen, wie bei der Gouatmcfion der flbifgettVMMf 
la verfiiiiren ist. ' 

Wenn beim Messen das Dreieck fertis ist, so wird ei^e 
ntanee, etwa C, weggenommen und auf der andern Seile 
damit ein anderes, möglichst gleichseitiges, Dreieck gebildet 

Die Aufnahme des Details hat sonst eben so grosse Suk^A^ 
ligkeiten, wenn auch anderer Art, als die Triangnltrattg einir 

Fror. Es ist erfahrungsmissiff die Klippe, an der junge Praktiler 
am leichtesten scheitern; denn es muss immer benlclcsicht^ 
werden, dass das (preussische) Feldmesser-Reglement nurl Sgr.3rf. 
pro Morgen, auch für die speciellste Vermessung, gewährt. Durch 
Fehler oder nur Unvoll$tändi<;keiten im Detail icann aber da« 
Eigenthum eben so leicht und leichter verletzt werden, aUi 
in didgen Selten des Netzes FeMer von einigen Fussen ^obwi 
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Das Detail ist aber oft so ausoebmend verwickelt, dass bei einer 
raiSa mecbanUiebeii Methode die WahischelnlicUi^ dm hnm die* 
geringere sein dfirfte; hei der obigen ist man aber d«ch der wan- 
detBäiaftii- Figuren immer yolll£ommeD Herr« 

Wenn oben angegeben wurde, dase auch Feldmesser 
Fach sieh dieser Methode mit Vorthetl bedienen könnten, so ist 
CS dann, wenn nach irgend einer ^Aethode das Metz über eine 
Flor gelegt und das Detail nur einigermassen verwickelt ist 
Wären die Dreiecke des Netzes zu gross für diese Methode, so 
können sie erst durch drei in den Dreiecksseiteu errichtete Stroh- 
Stangen leicht entsprechend in vier Dreiecke zerlegt und dann 
gani wie oben angegeben verfahren werden« 



Beweis des obersten Omndsatzes der 
Metliode der kleinsten Quadrate. 

Ton 

Herrn Dr. Wilhelm Matzka, 

Professor der Mathematik zu Taroow io Galisien. 



- DSe Methode de^ Mefaislen Quadrate gründet sieh, bekaanter. 
Stessen auf die als Grundsatz hingestellte Annahme, dass ans 
mehreren, flir eine zu suchende Grösse durch gleich genaue 
Beobächtungen gefundenen Werthen der wahrscheinlichste Werth 
dieser Grösse aem arithmetischen Mittel dieser ßeobachtungs- 
werthe gleich sei. Da sich nicht läugnen lässt, dass in dieser 
Voraussetzung etvsas Willkürliches^ liege , indem es ja der Mittel 
ans mehreren Grossen, also auch ihrer JBerechnungsweisen, unzäh- 
ligerlei gibt; so bleibt eine grfindliehe und allgemeine Rechtfer^ 
tigung dieses obersten Prindps einer so buchst folgenreichen und 
ufitzlichen Doctrin gewiss wunschenswerth. Ich hoffe, die hier 
mitgetbeilte sei mir gegifidct nnd der Beachtung der Mathematiker 
uiM unwürdig. . 

•.»,•••. 

• - • * 2. 

- • ' ' • . •.. • 

¥ik eme wa hestimmende Grtae» welehe ar heissen ma^» 
hdbe mmn dnreh BeobaelitiiiigeD die Werth» «»'^^ e»*w.ti||tfa» 
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den ; mau verlangt aus diesen Beobacbtangswerthen die GrSi»se x 
•elbst iu bcvecliiMii. 

Sei die Abhäna^ielceit jeder Crosse .r von den för sie beob- 
achteten Werthen a, c,.... durch die ihrer Form nach noch un- 
iMbamite FinietioD f(a, b, c,....) ausgedruckt; «et daher 



• I' 



tion f 

bar ai( 



INun stelien wir folgenden Satz auf: 

I. Es ist gleicbgiltig» ob man nach der von der Func- 
* ausgesprochenen Rech nuncrsvorschrift vnmittel- 
le Grösse x selbst aus ihren ßeobach tungswerthen 
«, b, c... lierechnet, oder ob man zuerst ihren Unterschied 
von einer beliebigen Grösse m, nemlich x — m, aus den 
Unterschieden der Beobachtungswerthe von dieeer 
Hilfsgrusse m, d. i. ans a — ^^m, e— m,...., oacb dtt* 
ielbrn Rechn ün gsvorscbrtft, und nachher erst daraas 
mittelbar die Grr».sse x selbst nach der Gleichnng 
x=m-^(j[ — m) berechnet. 

Anstatt nemlich x geradezu aas x^fiflp b» e>....) su berech- 
nen, kann man ancb voi^eist 4r-**iii.la8 

• a?— mÄ/(«— 6^w, p — /w, ....)f 

und mt 0 M0 ' . . 

' • • . 

x=-m-\-{fc — m) 

berechnen. 

Z. B. aoll die PoIhOhe x eines Ortes diirch Beobachtungen 
bestimmt werden , und hat man filr sie bereits die Werths gefnncßn: 

a=48012'32", 6=48012'38", c=48012'43",....; 

so kann man auch nur fragen, um wie yiei die Polhuhe x über 
4»Uf^m, oder über 489f2'30*=m, oder über 48»12'92f', oder 
mter 4»\^4&' oder ▼e» 48»12'36'' entfernt liege; a»d jede ^ 
•er Annahmen fiir m muss auf den nemlicbeo Betrag von » Wilva. 

' Die Richtigkeit des bebanpteten Sstses, derOrundiage'W- 
serer ganzen Torsch webenden Untcrsudiung» erhellet aus FoIgeA- 
d'eiji« Man kann ja den Unterschied x^-m seihst wieder als eine 
neue, mittels beobachtungcn zu bestimmende Grosse ansehen, 
für die man die Beobachtungswerthe er— m, b~m, c — 'm,.... ge- 
funden hat. Der, Voraussetzung gemäss soU aber die Gleichaii|g{ 

die allgemeine Rechnungs Vorschrift aussprechen, wie jeelich« 
zu suchende Grosse .r aus ihren Beobachtungswertben a, 6, c,.... 
berechnet werde. Mithin muss nach eben dieser Rechnungsvor- 
schrift auch die dermalen unbekannte Grosse x^tn aus ihres 
BasbasbtuagswwtbSB. k^Wi. <i»-nm».»<«> d. I«t Mck 4«r 
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berechnet werden. 

3. 

* . ' • 

Der Unterschied der beiden letzten GlelchungeD gibt die 
Gleichung . •. . i 

fifl, 6, c,....)— — m, b-r-m, e — m><»..)=my 

welche ' Afr alle W^vthe Ton thy a, b, c, .... gelt^ mniss. 

Zur Entwickelung des Subtrahencis benutzten wir Folgendes. 
Nimmt man von einer nach mebreren vou t^inancler unabhängigen 
VerlnderKchen u, v, w,*,.. sich richtenden Function f {u, VyW ,....) 
ihre partiellen DifferentialqaotSeiiten , und bezeichnet man diese 
Rürse halber nur durch q>{u), y(v), t^C«?),.... ; so gibt bekanotlich 
der enreilerte' Taylors^e Ltehrsati das ßntwickelnngsg^eeti 

f(u-{- Ju, v-\-^v, lü ..,)=/"(«, r, fo, ....) , 
+ q>(u-\-tJü) Ju-^x(v + f^dv) ^0 + V'(to + 9Jto)Jvi> + .... 

f}, absolute Zahlen zwischen 0 und 1 sind. 

" Setzt man demnach tt=n, v=ö, w=c,...,, ^tt=^p:=<^t0=»..^— in, 
so verwandelt sich obige Gleichung in * . 

daher auch uoch» weil m jede Grösse annehmen kann» In 

qp(a— ^m) -f x(b — 1^) + if{c — ^n) + .... = 1. 

Diese Functionalgleichung soll abfr lür jeden Betrag der von 

einander ganz unabhängiijen Grössen »1,' a, Ä, r, .... besteben; 
das vermag sie jedoch (wie man sich leicht überzeugt, wenn man 
von den Grösisen 0, 6, c,.... eine allein abänderh bloss daön, 
wenn jeder Summand unveriuiderlich ist, folglich die Functionen 
(p* %' gewisse von nt, a, 6, c,.,.. ganz unabhängige Con- 

•tanten p, f/, r,.... stnd^ m^ifliuh w.^o 

. •» - ^Pif' I w e.. Wfl* .»i«. 

ist Dann ist 

Demnach läs^t sich nun leicht die Form der Function / bestimmen. 
Denn weil -i«" ü*» .i • »»i-tr.ii.'» ' '.iir l-n»' ••■» 



1^1 i 



alao auch ., mtibitj. j «n« 
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df=^pdu + gdv •\- rdw -\- .... 
ist; so gibt die Integration 

wofern C die Integratioos-Constante bezeichnet. 
Sofort ist jetzt 

x=f{a, b,c,,;,)^C-\-pa-\- qb'\-rc-\- 

Zur Bestimmung von C erwägen wir, dass falls sämmtliche Beob- 
achtungswerthe a, o, c,.... gleich Null ausfallen würden , nothwen- 
dig auch die aus ihnen zu bestimmende Grosse x NuU sein 
müsste. Dadurch aber wird C=0 und sonach 

a?=pa -f ^6 + rc -f- .... 

Um jedoch auch noch die wenn gleich einfache BedinguDgs- 
gleichung 

In den Ausdruck von :r mit einzuflechten , stellen wir uns vor, dass 
die Zahlen p, fji r,.... mit einer beliebigen Zahl t multiplicirt die 
Producte A, i, k,.... geben, nemlich dass pt^h, qt=i, rtz=zkr-f 
folglich 



sei. Dann wird 



k i k 



ha + ib -{-kc-\- .... 

X= ; 

t 

- _ ^+iiAl" •••• 

^- t 



Beseitigt man nun hieraus wieder die ganz willkürliche Zahl l 
durch Theilung, so wird endlich 

ha + + .... 



x= 



h-{-i-\-k-\- 



Oder auch: Sind den Zahlen p, g, r,.... gewisse andere h, h 
k,..,. (direct) proportional^ nemlich 

h'-i'- k ' 

so sind alle diese Verhältnisse einerseits auch noch 

und andererseits 



. ,^uo Ly GoOglj 
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Dann folgt hieraus ebenfalls 



ha-{-ih -f ^c-f- «»«» ... 

Dabei leuchtet zugleich ein, dass die Zahlen A, t, nicht 
mehr wie die früheren p, 9, r,.... mit ihren eigentlichen Beträgen, 
sondern nur mit ihren gegenseitigen Verhältnissen in Rech- 
nung zulbriogen sind; ßlSicb Jedes System solcher Zalüen dtirch 
jedMi andere ihoen proporaooaler Zahlen ersetzt werden kann.' 



4. 

Nachdem wir nun die allgemeine Form des Rechnungsaus- 
druckes von X gefunden haben, benutzen wir zur näheren Erfor- 
schiiDg der Hilfs-Verhältnisszahlen /i, i, ky,.„ den folgenden Satz: 

II. Die durch Beobachtungen zu bestimmende Grosse 
X ist ein Mittel der für sie gefundenen Beobachtungs- 
werth^e a, 6, c,....; wenn ander« bei der Anflindung dieser 
Werthe lediglich der Zufall insofern wirksam gewesen war« als 
diese im Vergleich ^egen die gesuchte GrOsse nicht durchgSnglg 
voL gross oder an klem sich ergeben iiaben. 

Denn sind die heobachteten Werthe a, c,.... von w wie 
man jederzeit vorausseirt — in so weit zufällig gefunden worden, 
dass man keinerlei vorwiegenden Grund hat, sämmtliche 
diese Werthe zu gross oder zu klein anzunehmen; so muss man 
zugestehen, daj^s einige derselben zu gross, andere hinge- 
gen zu klein sich ergeben haben, und dass sohin die gesuchte 
Grftose ein Mittel Ihrer Beohnchtungswerthe Ist. 

Nun ist der die Berechnung von x leitende Quotient bekannt- 
lich dann gewiss ein Mittel der Grössen a, b, c,...., namentlich 
^tt sogenanntes arithmetisches, wenn die raultiplicativen Ver- 

hältnisszahlen U Ä insgesammt io einerlei Aggregati ons- 

Besiehung vorkommen, also einstimmig oder kurzweg dnrchans 
positiv sind; wogegen es zweifelhaft bleibt, wenn sie un- 
edle ich stimmig sind. Mithin müssen gesammte anzunehmenden 
Multiplicatoren h, i, der Beobachtungs wertbe a, b, c,.... jpo- 
sitiv sein ; 

oder: die durch Beobachtungen zu suchende Grösse 
ist (irgend) ein arithmetisches Mittel der für sie aufge^ 
fundeneu B eobachtungswerthe. * 



Bis jetzt haben wir erwiesen, dass die wahre zu suchende 
Gr5sse x ein arithmetisches Mittel ihrer Beobachtungswerthe ist, 
wofern nur zu jedem solchen Wertbe der passliche Alultiplicator 
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bekannt ist. Allein es gibt kein Mittel, die ganz richtigen multi- 
plicativen VerhSltniHSzanlen aufzuflnden, daher auch keine Ver- 
sicherung, dass man die wahre (Jnijekannte selbst geiundeo 
habe; mitbin kasm man nur erwarten, ftiia den Beobachtn nga w F t r 
tben fiir diese Unbekannte einen solchen Werth aufzufinden, der 
sich von ihr möglich st ivenig uDterschcidet, und für eich den 
höchsten Grad der Wahrscheinlichkeit hat, und darum auch 
der wahrscheinlichste Werth dieser Unbekannten genannt wird. 

Auch dtes^er .tranriieheinlichste Werth der gesnchten 

Grosse muss ein arithmetisches Mittel der Beobarh 
tungswerthe sein, welche hier nur andere Multiplicatoren er- i 
halten müssen, die jedoch von den früheren desto weniger unter- ; 
schieden sein werden, je weniger dieser wahrscheinlichste W^ertb 
Ten der wahren Unbekannten selbst vencbleden anslUlt 

Denn 1. kann zufällig mit der gesuchten Grosse selbst ihr 
wahrscheinlichster Werth ubereinfallen , wenn nemlich das Zukleio 
der Bieoimchtungswerthe mit ihrem Zugross in der Zosammeufas- 
siuig sich g^enseitig aufhebt. 

2, Je grosser die Anzahl der Beobachtungen ist, desto öfter 
muss die zu suchende Grösse selbst theils völlig genau, theiU 
höchst nahe beobachtet werden, und desto öfter ein Zugross mit 
einem gleichen Zuklein der Beobachtungswerthe sich ausgleichen, 
desto genauer muss daher auch der wahrscheinlichste Werth mit 
der gesuchten GrOsse* dbereinkommen ; ja bei unendlieh grmtm 
Anxanl der Beobachtungen muss sogar völliges Zttsammientk^flfeM | 
derselben- statt finden i jund dooh.kana die KechnongsweM nv 
die nemliche bleiben , imag die Menge der BeobacfataagfM^eilhe 
klein oder gross sein. ... 

Epdilch- und dies Ist das entscheldenste — muss ja ancb 
der wahrschetniicbste Werth der Unbekannten vse wie dieee selfasl 

eine gewisse einzige oder bestimmte Grösse sein, nnd diese 
Grunabedingung allein hat uns den ersten Lehrsatz (I.) und die 
auf ihn gestätzte Ableitung (3) an die Uaud gegeben. ' ' *-'* 



6. 

Die (positiven oder absoluten) Verhflitnissaahlen k, i; iL....« 
welche den einzelnen Beobachtungswerthen a, 6, c,.... als Mul- 
tiplicatoren zugesellt werden und dadurch auf den Betrag der ' 
gesu(;hten Grösse x oder ihres wahrscheinlichsten Werthes Ein- ' 
tluss nehmen, folglich nicht willkürlich angencmiraen wenlen kön- 
nen, sind von der Grösse der Beobachtungswerthe ooab- * 
hSngig, daher, von anderen £^ensehallen.inuMSDimtt)gefasst, wm 
der so genannten Gflte oder Genauigkeit der Beobacbtaogs- I 
werthe, denen sie angehören, abbiogig; weldie selbst wieder nach 
der an[»ewandten Beobachtungs weise, nach den mancherlei 
Mitteln und Werkzeugen, nach den mehr oder weniger günsti- 
gen Umständen, der grösseren oder geringeren Sorgfalt der 
Beobachtung u. dgL geschätzt oder bemessen wird, was freilicb 
aelMiieilgtfHld wm wenig sicher geschehen kann» ' 
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Nar in dem besonderen — aber glücklicher Weise am bäu- 
figaten eintretenden Falle, wo alle ßeobacbtungen anf gieicbe 
Weiae mit einerlei Mittoki« unter den- nemlicben UnMllliideB.,:Mlt 

gl^pher Sorgfalt u. s, f. avsgefiibrt wurden« und man folgl^cb die 
gerandeneu Deobaditungawerthe allesammt för gleich ga| oder 

?pTiaii enicliten kann, unterliegt es keinerlei Anstand, jene Güte- 
\ (M lialtuisszahleo h, i, k^.... der Beobacbtungswerthe a, b, c,.... 
saniintlich unter sich gleich oder der Eins proportional anzuneh- 
ük<m» Ist dann n die Anzahl dieser beobachteten Werthe^ so. ist 
der gesoebten GtOeee wahmelielnllclieter Weftli 

» ' 

tL i« das aritbnietiache Mittel der BeobaclituDgawertheL > ' ' 

7. 

Für den letzten Fall hat Herr Professor Encke in seinem astro- 
Domischen Jahrbuche für 1834 einen interessanten Beweis gege- 
ben, der sich Tomelinitich anf eine Eifrenachafl der symmetrischen 
Pnietionen und darauf stützt, dass der behauptete Satz — - weuig- 
tstens wie Herrn Roh er 's verdienstlicher Auszug unter Artikel 
Experiment" ini ,,Handwörterb. d Chemie u. Physik, herausgeg. 
V. August u. A., Berlin 1842", sich ausdrückt — „offenbar** 
bei zwei Beohachtungswerthen ekelten niuss. Da jedoch das Zu- 
veständniss dieses Einzelfalls nicht unhedenkiich ist, daher solches 
»«olfenbar'' nur als Nothbewefs sich. ansehen lässt; so mOge mir 
nie Anfidirung meiner, auf das logiscfae Princlp yofti'znreienehdeii 
E^nde gestützten Re^^btfertignng desselben gestattet sein. 

Sind durch zwei directe und g^deh gvte Beobachtungen für 
eine ausznmittelnde Grösse x die beiden unglelclieo Wertiie a und 
gefunden worden; so muss, weil bei der Auflindapg dieaef 

Beobachtungswerthe bloss der Zufall thätig vorausgesetzt wird, 
eben so wahrscheinlich sein, einen zu grossen als zu kleinen 
Werth für x gefunden zu haben. Mithin hat man keinerlei vor- 
V legenden Grund, die zu ermittelnde Grösse eher grösser als 
Kleiner denn beide Beobachtungswerthe, oder eher dem einen 
ifai den^ anderen derselben gleich anzunehmen; folglich mnss sie 
iinMittel beider sein. Da aber hat man wieder keinen /über* 
b iegenden Grund, diese Grösse näher an dem grosseren als. an 
fe^ni kleirieren Beobachtungswerthe vorauszusetzen; folglich muss 
iie zwischen ihnen mitten inne liegen. Das aber kann nur die 
lalbe Summe, das arithmetische Mittel heider Beobachtungswerthe, 

— 2~ ' fbigli<ih ist dieses der Wahrscheinlichste Werth der gesocft« 
tu Gtüsse. 

8. 

IVocb bleibt mir in Kürze nachzuweisen Gbrij;, das« und 
le aus dem von mir aufgestellten allgenteineren antbmetiacheB 
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Mitftel« ^ejeDige von dein BeobadifingsMler d ftUtfoeige jRniie* 
tiob'^^ sich aufstellen lässt, der die WahrscheiiraniMk 
fikitrittes dieses Fehlers bekaimtlidi prepertioiial ist 

Fflr eine zu sitchende GrSsse x seien die Beobacbtangswerlbe 
M, Ht, JP»...« gefunden, deren noch uni>eiauinte Fehler 

sind. Denn ist die Wahrsefaeinüchkeit des Zusammentreffens die- 
ser Fehler proportional dem Producle 

daher ist jener Werth von x der wahrscheinlichste, für welchen 
i2 ein MaikMim Ist Nimmt man von SL den natürlichen Logaritb- 

men, differenzirt nach x und setzt ^^sO; so erfolgt 

9(^' 1^ ^9(^0* dä' ^^A'y dJf — 

oder, vrenn man abkUrzend ^^y^^^^^'C^ setat. 

Da aber der wahrscheinlichste Werth von x ein arithmettscbeA 
Mittel der Beobachtiuigswertbe M' , M",,...^ deren Gfite-Ver- 
häitnisszahien g, g' ^ g' sein mögen, also 

ist, so folgt hieraus die Gleiehnng 
oder 

Aus den hetden teilten Glelchui^n ftr die ^ findet man, 
man die zweite mit dem unbestimmten MultipUcator ^ mnlt^licli 
und von' der ersten abzieht, *' '* * 

(^(^ - v^^) + - v^^') + - + =0. 

Diese Summe kann aber nur Tersebwinden, wenn Ibra vob 
der unabhängigen Summanden selbst allesammt einzeln Ters 
den, folglich 

und 

„_*(4_*(^')_!K^_ ..; , 
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kt Ea moBM demnach eine von, der yeränderlicben ^ 

gftns «nbbingige Constante mId. Dann ist 

also 

Die Integration dieser Gieichuog, in der die ^ von der Grusle 
des ^ unabhängig ist, gibt 

;/2^=;i^.i^, also q>{J)^CehHi^ 



» \ 



wofern C die Integration«- Constante vorstellt. 

Da die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers J desto kleiner aus- 
ralien muss, je grösser dieser sjeibst ist, und da c= 2*71828.... >^ 
ist; so muss der Exponent von e negativ sein, und daher kann 
man {^g^-.^^ setzen. iSo erhält man fiür die gesuchte Function 
die Form 

jvit auch sonst auf anderen Wegen. 



}^acliwete der MSgUchkeit oder Krzeu- 
fPBOäJK eines Obelkdbc«. 

^in Anhang zjk dem im Archiv, im IX. Bande« 1. Heft, 
^r. X., S. 87.y von dem Herrn Herausgeber verOffent- 

. lichten Aufsatze. 

Von 

Herrn Dr. Wilhelm Matzka, 

Pfofecior der Bfatfaematik sn Tsmow in GaUiien. 



Herr Professor Grunert hat seioem höchst gelungenen Be* 
(a. a..O. Nr. UL S. 82.).ito .von Hemi Koppe gefunden^ 

TlieU XI. 2& 
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BeraclmiiAgsregel des RaumlobaneB eliie» Ol^Utken. de^. olitt 
eminnten, über di« Entstehung solcher K5rpet liaädllättdini 

satz zugegeben» in dessen Eingang er die Bemerkung tuaebt ». dass 
in der streng wissenschattlichen reinon Geometrie „jederzeit erst 
die Realität eines sjoomoiri sehen Ohjeetes nachgewiesen werden 
müsse, bevor man es liberhanjtt un((^rr)ehmen dürfe, weitere l n- 
tersuchungen über dasselbe anzustellen"; mit vrelcher Ani^iclU 
gewiss jeder kritische Geometer Tollkommen einverstatideii mIi 
wird. Von diesem Probleme bat er selbst eine anaivtisehe Aift 
iSsong Torgelegt, ich dagegen werde hier die von ihm als w6«- 
schenswerth dargestellte synthetische zn geben and die jMiM 
2tt vervol Istfindigen bemüht' sein. '* 

Der Erklärung gemäss (a. n. O. S. 83.) ist ein Obelisk eia 

Körper, welcher von zwei parallelen glei< Ii\ ielseitigen A ieleck**« 
als Grundebqnen und von eben so viel Trapezen als den Seiten- 
ebenen eingeschlossen ist. Die Frage i^t quo; Wie Jässt sich 
ein solcher Körper coustruiren V 

t » 

. . -A. Synthetische Auflcisiuig. 

. • • 

' 1. Construction aub einem Prisma. 

Ein Prisma , z. B. das Sseitige AßCDEabede (Taf. VIII. Fig. . 

sei gegeben. Man führe in der einen Grondehene zu dem in.S 
betindlichen Vielecke ahcflc ein durchweg paralleles aßyös, jed( 
so, dass keine zwei parallelen Seiten derselben gleich seien. Da«» 
zu \<ird man irgend einen trinkt a zu der der Spitze a entsprechoo-] 
den des neu zu erzeugenden \ ieleckes wählen, durch ihn di« 
aß II aber (ungleich) ^ab luhren, dann durch ß die ßy || al 
"ZbCf nnd.wo nöthig noch so fort weiter vorgehen, bis man i 
drittletzte Spitze, hier v, bestimmt hat. Durch diese mm ziel 
man yÖ'#cd, so wie durch a die äe':^ae. Zum j|$cbiusse des i, 
zeichnenden Vieleckes iVihre man nocfi irgend eine weder dnrcl 
ö' noch durch e' gebende Gerade de \\ de: so ist sicher yÖ^ci 
und ae^ae. Ist zugleich auch noch öe^ffc, so hat man erreicht 
VfWi ß^r^pti wink Ist aber zutäUig Öi:^dci ao brauet 
mhr, as tind yS conTergiren, 'dle^c || zü sieb ifra' etn 
messenes zu \«rrwien» and Trenn sie parallel laufen , den 
y in der ßy etwas zu verschieben und das vorige Vertahren zi 
wiederholen. — Endlich legt man durch jedes Paar paralleler Si* 
teu der zwei parallel sjestellten Vielecke abcde und ccßydt ih 
Ebene; so entstehen eben so viele Seitenebenen, weiche, we 
die parallelen Seiten ungleich gemacht \^urden, sicher Trapei 
sein müssen ; was erforderlich ist» damit der Körper ABCDEa 
ein Obelisk werde. 

■ 

2. Construction aus einem Vieleck und einer 

parallelen Ebene« 

Eine Abäaddnmf der gelehrtSD Constractlett MMOf 
dass man sieli ein bettebigee ebebeb Vleieelk^ s; h. AB€Mb' 
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ZU seiner £bene eine andere P parallel construirt, und in dieser 
bei einer beliebigen Spitze a anhebend ein ebensovielseHiges par 
nllelea Vieleck uMm so construlrt« dass jede zwei paraUäe Sei- 
le& dieser Vlelecte ungleich seien. 

Man wird In* Aeser Absicht durch u und AB ehif Ebene 
legen-, welche die ^ In einer xur AB parallelen' Genden schnei* 

Jet, von der man aß'ZAB abschneidet. Eben so legt man durch 
i und BC eine Ebene, diese schneidet die P in einer zur BC 
laralielen Geraden, auf der man die ßy'Z.BC abtr?igt. So fährt 
uan fort bis man zur drittletzter) Spitze, hier y, gelans^t ist. So 
Tie bis hieher verfährt man auch weiter am Schlüsse des zu con- 
itruirendeu Vieleckes dem Wesentlichen nach wie in der frfiher 
srSrterten Weise. 

3. Construction aus den Seitenkanten. 

Sei ABCDEF (Tat VIIL Fig. 2.^ irgend ein ebenes Vieleck. 
)orch eine Spitze A desselben sei eine beliebige, die £bene des 

Heleckes durchstossende, ganze (unendliche) Gerade a gefiihrt. 
)urch einen Punkt dieser Geraden und durch die nächstfolgende 
»pitze B lege man eine neue Gerade 0. Ingleichen führe man 
urch einen Punkt der ö und durch C die Gerade c; und durch 
inen Punkt der c und durch D die dlerade U« Ueberhaupt ver- 
ihre man in gleicher Weise an allen Spitzen des Vieleckes^ bl^ 
lini vor der Torfetzten Spitze, hier Ey angelangt ist Da nun 
ommt Alles auf die richtige Führung der Geraden e durch diese 
orletzte Spitze E und durch einen Punkt der nächst früheren Ge- 
rden d an; was die folgende Betrachtung vermittelt. 

Die durch die letzte Vielecksspitze F au führende Gerade / 
«11 die erste Gerade « schneiden, also niuss auch die Ebene er 
1. h. die der Geraden e und des ausser ihr belindlichen Punktes 
') die a schneiden, und darf daher zu dieser a nicht parallel sein, 
ührt man demnach durch die letzte V ielecksseite £E die Ebene 
', \\a, so sehneidet diese die Ebene dE in einet deraden #i; welclie 
Ir verlangten Geraden e nicht geeignet Ist. ~ Dieselbe letzte 
l^rade f soll aber auch noch die vorletzte Gerade e schneiden, 
»o mnss die Ebene aF die e gleichfalls treffen und darf daher 
1 dieser Geraden e nicht parallel sein. Legt man demnach durch 
I die Ebene JS>\\aFy so schneidet sie entweder die Ebene dE 
i einer Geraden €2, welche dann ebenfalls nicht zur gewünschten 
nrietzten Geraden e geeignet ist, oder die Ebene ^ fällt mit der 
nene dE selbst tiberein, was nur geschehen kann» wenn DE || AF 
id €ir|[ a/^ ist, wessvvegen man da, wo DE\\AF ist, schon die 
B^de d nicht j] aF, also nicht mit der Durchschnittslinie der 
bene cD und der durch I) zur Ebene aF parallelen Ebene über- 
nfaliend, wählen darf. 

li^on den zwei Geraden ei und muss wenigstens Eine die 
schneiden. Führt man nun durch was immer für einen Punkt 
r Geraden rf, welcher von jenem einen oder diesen beiden 
irchschnittspunkten verschieden ist, und durch E die Gerade e; 

genügt diese vermSge des Obigen gewiss. Legt man nemlicb 
m die Ebenen eF und aF, wy schneidet jene die Gerade ä, 

26» 
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diese die e, mithin schneidet ihre Durchschnittslinie f beide letz- 
teren Geraden. 

Sämmtliche durch die Vielerksspitzen gelegten Geraden a, 6, c, 
d, Sf f geben demnach das Gerüste aller Seitenkanten des zu 
construirenden Obelisken. Legt man sofort durch jede zwei be- 
nachbarte, sich schneidende Seitenkanten ihre Ebene, so erhält 
man die Gesammtschaft der Seiteneh«;nen. Dazu führt man noch 
als zweite Grundebene eine zur Ebene des Vieleckes parallel, je- 
doch so, ds^ss zwischen diesen zwei Grundebenen keine zwei be- 
nachbarten Seitenkanten sich durchschneiden. 



4. Abänderung des Schlusses dieser Construction. 

Der Schluss der letzten Construction lässt sich nach folgender 
Betrachtung abändern. 

Vor den zwei letzten Seitenkanten f (Taf. VIII. Fig. 3.) ap- 
gelangt, fordert man, 1. dass e die d schneide, 2. ^nssf die 
a treffe, und 3. dass auch e und /' einander begegnen. Es ist 
demnach durch die Grundseite EF eine Ebene eEFf oder kiiri 
tn dergestalt zu legen, dass sie nicht nur den Geraden d und fl, 
deren jede mit der EP sich kreuzt, begegne, sondern auch die 
Durchschnittslinie g der Ebenen dE und aF treffe, welche sich 
mit ihr (der Ebene VTi) in den Seitenkanten e und /"schneiden; 
folglich so, dass die Normale tu dieser E^bene tTT auf den 3 Ge- 
raden dy ti, fj schief, auf der EF aber senkrecht stehe. Eine 
solche Normale w ist aber leicht zu conslruiren. 

Legt man nemlich durch was immer tiir einen Punkt M aul 
die Gerade d senkrecht die Ebene 5!D, auf a senkrecht die Ebeoe 
21, auf <7 senkrecht die Ebene CB, endlich auf EF senkrecht die 
Ebene Ä. ; so schneidet die letztere die drei früheren im Allge^ 
meinen in drei Geraden 5, of, y. Dann kann jede durch J/ gehendfli 
von 8y a, y verschiedene Gerade der Ebene Ä,, weil sie auf Em 
senkrecht, auf d, «, g aber schief steht, die Norniale m der u 
suchenden Ebene XTT sein, die mau construirt, indem man auf /i^ 
durch die zu ihr senkrechte EF, ihre senkrechte Ebene errichtet, 

Nur wenn die Ebene dE\\nF ist, also die Gerade -7 versch will 
det, wird jedenfalls e\\f. Damals ist aber DE \\ AF und d\laB 
Wo demnach DA || ist, darf man nicht auch noch d\\ai 
wählen. 1 

Da wo nur DE\\ AF, nicht aber il \\ aF ist, muss g \\ DE\\ Am 
sein, folglich, weil die Ebene TVl jederzeit von der GrundeuenJ 
verschieden gedacht wird, muss sie die Gerade g sicher schnei 
den, wesswegen hier das Legen der senkrechten Ebene CB öbei 
flüssig ist. I 

Sind von den 3 Geraden d, a, g wvei oder alle unter sid 
parallel , so genügt jede der parallelen schon allein für die ande^ 
oder für beide andere. 

Anmerkung. Augennülig sind die zwei ersten Constructil 
nen mittels der zweiten Gruniilebene weit einfacher als die tfd 
letzten mittel« der Seitenkanten. 1 
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B. Algebraische oder analytische Auflösung. 

1. Ansgeliend Ton der Constractian der 

zweiten Grundebene. 

Construirt man wie vorhin (in 1. und 2.) zur Grundebene 
ABCDE (Taf. VIII. Fig. 4.) eine parallel gestellte abede, deree 
Sciteo von denv parallelen yerechieden sind, so kommt es am 
Schlüsse doch immer nur darauf an, zu einem Viereck ACDE 
ein anderes acde so zu construiren, dass r(l\\ aber "21 CD-, de\\ 
aber DE unA' ea\\ aber '21EA, also der Winkel d=zD und 
e — A sei, wahrend die Neite ac mit den Winkeln « und c zwar 
gegeben ist, aber nur zufällig ac\\ oder =AC und a=A, also 
c=C sein kann. 

i Projicirt man (orthogonal) die geschlossene Polygonale acde 
iiaf die Senl^recbte der jSeite ae; so haben die Seiten ac, cd, de. 
Im beiiehongs weise die Prejectionswinkel a, a-^e-i-G, — e, 
{wenn G den gestreckten Winkel vorstellt; daher ist 

ac. Bin a cd, sin (a-^c-^G)-k- de» sin ( — e)-{-ea, sin G =0. 
Es ist aber a + c = 2G—(rf + c) = 26?— (/> + £), also 

Projicirt man (gleichfalls winkelrecht) die geschlossene Poly- 
tonalß dcae auf die Senkrechte der Seite de; so haben die Sei- 
k de, ca, ae, ed beziehungsweise die Projectionswinkel d-\rC-\rG, 
Gi daher ist 

cic.einc{+ca.8in((l-f^-|-C)4'as.sin( — e)-^ed,B\n G^O. 

I^ist aber d=D, + c=2G-(a f c)=2G -(o + /J), folglich 

c2e.8iQl>-|-ca.8in(a-|-JE) — o«. sin £7=0. 

Diese Gleichuocen müssen , wenn man de und ae durch die 
Ton ihnen verschiedenen Seiten DE und AE ersetzt, da sinE 
sie Null ist, jedenfalls in Ungleichungen libergeheu; mithin ist 
die Seite cd immer so 2u wählen > dass gleichzeitig 

ed^CD, 
ed • sin {D -f £)Z l>i& .sin £^iii;.8in a 

und 

lei; was ohne Zweifel jederzeit möglich ist 



m 

2« Aosgehond von der Conetrnction der 

Seitenkanten. 

Bei dieser Construction sind alle Seitenkanten mit Ausschluss 
der zwei letzten nur an die Bedingung gebunden, dass jede lol- 
sende durch einen beliebigen Punkt der vorbergehendea gebe. 
Slitbin bleibt zum Scbloeee mittels der Analysis nnr noch die fol- 
gende Aufgabe zu Ideen: 

„Zu. einem Paar Geraden, (i) und (2), sollen durch 
iwei Punkte, (^it/i^,) und (^2^/2^2)> welcbct ansser ihnen onl 
mit keiner von neiden in einer Ebene liegen, eli| Paar 
ftsdere sieh echneideode Geraden^ (3)nDd(4), so geffthit 
werden, dass die eine (3) der ersteren (1) un4 u^eas* 
dere (A) der zweiten (2) von jeuou begegpe« 

Seien die Gleichiingeti der gegebenen« die erste nnd drill> 
letzte Seitenkaote voratellenden Geraden 

W a, - 0, --^' 

. on ^ c% ' 

und die der zwei zu suchenden, die letzte und vorletzte Seiteü- 
kante vorateiienden. Geraden 

(3) £::6^t=3ie£llÄ. : 

' <H ßi n 

Dann sind eigentlicli nur die zweierlei a, ß,y zu bestinüneij 

welche, so wie die bekannten zweierlei n, b, c, Zahlen vorstellen,! 
die den Cosinus der, von der positiven Richtung der betreffenden 
Geraden mit den positiven Richtungen der winkelrechten Coordi^ 
natenaxcn der y, z gebildeten, bohlen Winkel proportional sind.] 

Nun soll erstens die (ierade (3) die (1) schneiden- Dazu 
ist zunächt erforderlich, dass sie beide in einerlei Ebene , nament- 
lich in der die Gerade (1) und den ausser ihr befindlichen Punkl 
(Si^iti) enthaltenden Ebene liegen* Selen At^B^j Ci proportU 
nal den Cöeions der (wie vorher bestimmten) Winkel der Normal 
dieser Ebene mit den Coordinatenaxen; so rnÜMcDt dies 
Normale nicht nur auf der Geraden (1), sondern auch auf dq 
durch die Punkte ( r, und gehenden Geraden, bei d 

die Cosinus ihrer Winkel den Unterschieden ari — , yi—^\t^ 
Zj — ^1 proportional sind» senkrecht stehen muss, die GieichuDgea 
gelten: 

• 4i<<»i— ii)4-Ä,(y,-ui)+Ci(%^fir)=0; 
aus denen man die Proportionen findet : 
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(5) i ^i:<?i(a?i7-y-^a4&i--6) = 

DÜttels derer sich die Proportionalen Ai, B^, Ci bestimmen lassend' 

Damit in diese Ebene auch die gleich ihr durch den Punkt 
ihvdi) gehende Gerade (3) lalle, mus8 auf ihrer Normale auch 
diese Gerade senkrecht sein; 'mithin erhält man für die Fordes 
nin£, dass die Geraden (3) und (1) ia eiaerlei Ebene liegen« d|^ 
ieangaiigegieieluiDg 

Dieselben Geraden sollen sich aber «aeb ^archscbiieiden, da^- 
ter nieht xn einander "paraMei sein; MgMeh dflifen ille Costaas 
Irer Winkel mit einerlei Coordinatenaxen nicht lB8giMaanat<'pr^' 
»rtional« d. h. von den dt«i -Verhältnissen dfirlen . . 

Üebstens ein Paar gleich sein. 

Zweitens soll die Gerade (4^ die (2) schneiden. Darum muss, 
renn A^, B^, 6^ den Cosinus der Winkel der Normale ihrer Ebe- 
«0 proportional sind, in ähnlicher Weise wie vorhin 

.( -4a86a(ia— fii)— ci(3lti— ih)«F 

Ai; ^nä zugleidi dfirfen von den drei Veriiäknissen ' 
**** o» *» «1 

Mlstens ein Paar gleieb sein. 

Drittens endlich sollen die Geraden und (4) selbst ein- 
her durchschneiden. D^u müssen die Cfosinus der Winkel^ 
mb0 die Normale der sie tieide enthaltenden Ebene mit d^' 
)ordlnatenazen bildet, insofern sie auf jenen Geraden seotErecnt 
f^t, gemäss den Proportionen (5) den Unterschieden .* 

oportional sein; nnd weil dieselbe Normale aseh anf der dmb 
t Funkte und (^VqSz^ gebeodeo Geraden — der veilels- 

V.iGfiilidseite — senkrecot stehen miissr wird die Bediagmig»- 
alclimig besteben : 
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(H) (Ji - ^) (#172—^2/1) + (^1 — »?a)(yi«2— y2«i) 

. +(&-fe)('«l/?2-«2l3l)=0. 

Damit endlich diese Geraden zu einander nicht ))arallel seien, 
dürfen von den drei Verhältnissen 

(12) f > 

. ^ «a y« 

höchstens ein Paar gleich ausfallen. 

Für die zu suchenden zwei Triaden von Cosinus-Proportiona- 
len «1, ßi, Yi ""^ ^> ßif Y2 hat mau demnach einerseits riie drei 
Gleichungen (0), ({)), (11) und andererseits die drei Bedingungen 
. (7), (12). Zwei Unbekannte, "^z. ß. yi» y^y lassen sich aus 

jenen Gleichungen eliminiren, und man erhält sofort blos Eioe 
Gleichung mit vier Unbekannten. Von diesen ist sonach je eine, 
z. B. ßj und ß^f völlig frei wählbar, und die zwei übrigen, hier 
«i una of^, müssen so bestimmt werden, dass der letzten sie ent- 
haltenden Gleichung und jenen drei Bedingungen Genüge geschehe. 
Dies ist aber sicher jederzeit möglich, weil diese Unbekannten in 
jener Gleichung blos in der ersten Potenz erscheinen und zugleich 
stetig sind. 



C Annahme einer allgemeineren Erklärung 

des Obeb'sken. 

* 

Bisher hatten wir die engste Erklärung des Obelisken fest- 
gehalten, der zufolge sämmtliche Seitenebenen desselben ohne 
Ausnahme Trapeze sein müssen, folglich keine zwei parallelej 
Grundkanten einander gleich, und keine zwei unmittelbar nach 
einander folecnde Seitenkanten unter sich parallel sein dürfen.. 
Dies geschah hauptsächlich danini, weil diese Einschränkungen 
die Construction wesentlich erschweren. Allein die Erklärung des 
Obelisken muss, wenn anders die Lehre desselben umfassend 
brauchbar se^i soll, dermassen, und wie es auch schon sein Er* 
finder, Herr Professor Koppe, gethan, so erweitert werden, dass, 
wenn auch nicht alle, so wenigstens manche Seitenebeuen Paral- 
lelogramme, also manche Paare paralleler Grundkanten gleich, oder 
manche Paare benachbarter Seitenkanten parallel seien. Demge- 
inäss legen wir folgende weiteste Erklärung des Obelisken 
zu Grunde. 

Ein Obelisk ist ein Körper, der von zwei parallelen un« 
parallel gestellten gleichvielseitigen ebenen Vielecken als Grund-' 
ebenen und von den Ebenen jeglicher zwei parallelen Vielecks- 
seiten (Grundkanten) als Seitenebenen begrenzt ist. .1 

Nach dieser Erklärung wird der Obelisk insbesonderfl 
ein Prismh, wenn jede zwei parallelen Grundkanten gleich odef 
die Grundebenen congruent sind.' 
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min «fiese el^ m efaere ErkUrang tu CSmiide, so ver- 
einfacht sich die CoDstraction dee Obeüeken namhaft. Denn 

1« bei der Constructioo der zweiten Gruiidebene braucht mau 
die nach einander folgenden Selten derselben jenen der ersten 
tirundebene blos paraUel, übrigens nach GefaUen ungleich eder 
gleich zu machen. 

• 

% Bei der Constrnctien der Seitenkanten hat man nur allein 

zu fordern, dass jede folgende in der|enl||en Ebene liege, welche 
die Spitze der Grundebene, durch die 8ie zu führen ist, und die 
vorherffehende Seitenkante enthält. , Nur die letzte Seitenkante f 
in Taf/ VIII. Fig. 2. wird sich ergeben, wenn man die Ebene er 
und aF legt j u ouach ihre Durchschaittsliiiie j,ene Kao^e aeiu \yird. 
Ist nun ..... 

a) die e || a, so ist auch f\\ (e und o) ; 

6) schneidet e die a, muss auch / sie beide im selben Puukte 
schneiden; und 

c) endlich, wenn e und a sich kreuzen, kann e bloss aus- 
nahmsweise zu Einer aus ihnen parallel sein, in der Regel 
. wird sie-i jedoch heid«i in getrennten Fankten bege^gnen, 

- » • 

Man kann also fast immer erwarten, dass / sowohl die e 
als auch die a schneiden werde, und nur selten wird sie zu Einer 
aus ihoen, und noch seltener zu beiden parallel ausfallen. 

Anmerkung. Diese letztere Construction nun wurde eigent- 
lich von dem Herrn Herausgeber des Archivs a. a. O. als Lösung 
einer analytisch -geometrischen Aufgabe mitgetheiit. Denn seine 
Gleichungen (2) und (11) kommen der letzten Seitenkaote als 
purchschnittslinle der avrei durch seinen Funkt (a^O^c^) und durch 
je, eine der beldeo gegebenen Creraden zu» und dass sie die vor> 
fetzte und erste Seitenkante, d. L jede dieser gegebenen Geraden, 
schneide» hängt davon ab» dass sowohl Tön den drei Verhält* 
ttsysen 

Mt. 'eos9:co8o^» cos^:cos/S!i9 co8x:co8}i| 

.ihl auch von folgenden dreien: ' 

« 

*. . cp8ip:C08a2, cosi/;:cos/?29 cosx:cosy2 

nicht mehr als zwei gleich ausfallen, oder dass von den Propor- 
tioDaiitäten 

% 

cos «1 : cos ßi : cos = cos ^ cos : cos 
keine zwei vollständig bestehen. 



am- 
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Heber die Differentiation der c:i:po- 
ncinzialsrOssen nnd des IiOff ariliunns* 

Von dem 

HejTO Professor Dr. O. SoKlämjil.ob 

an der Univenität lu Jenn. 



» ' t ' ' Ul i. 



WcMi ma^'in öer l>iffBreosialreclmifn|| dl^.IM icf WMiatkMi der 

einfachsten Funktionen aosföhren, also dieDifferenzialquoUent^ von 

% • , . ■ 

at^f «* und loga? 

entwickeln will, so b«4arf mau bekanntlich 4uzu des Nachweises, 
ij^sB Ach die Grossen 

- 1) ; 'i — (1 + «)". — T— 



bestiminten angebbaren Grunzen nähern ^ sobald man d bis zur 
Null abnehmen lässt. Gewöhnlich zeigt man diess mit Hülfe des 
binomischen Satzes für ganze positive Exponenten, wie auch dj^ 
Verfasser in seinem Handbucne der Dinerenzialrechnun? getlm 
hat; es bleibt aber wflnsGbemivrertb , den Nachweis der Existens 
jener Gränzen unabbnni^l^ von dem Binomialtheoreme zu liefen^ 
um nachher dieses selbst mit Hülfe der Diflferenzialrechnung 
leiten zu können. Für den ersten der in No. 1) verzeichneten 
Ausdrücke ist diese Forderunj» bereits durch den Aufsatz No. II. 
Qd. X. des Archivs erfüllt, und es bleibt daher noch übrig, das* 
selbe für die anderen Ausdrücke In 1) zn leisten» was hl^ n* 
scbehen soll. • - 

Für jedes ganze positive m und bejiebige ^ gilt bekanntlich 
die Formel 

woraus fSr^ssl-l-« folgt: 



= 1 -I (1 i o;) i (1 + + .... 4 (1 f 
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Geben wir auf der rechten Seiti^ dem aU.,|poaltiv vprfMWigecfM^ 
X eeioeii kleinefen Werth NuiU so folgt 

— >"•' 

* • 

oder nach Multiplikation mit x und Transposition viod ^ 1) 

(l-har)«*>l4'mr. 

Setsen wir , wo a eine positive Grösse ist» und erheben 



di^ IN>' entstehende Ungleichung 



anf die P^itena so whrd * 

(i+i->(i+>. . 

wobei wir ma=ß setzen uoiien. Da jn eine von der Einheit ver* 
schiedene positive ganze Zahl ist, so mnss offenbar nut^a, d. h. 
/)>« sein» und wir kOnnen daher die obi^e Ungleichung auch so 
aussprechen: für «</3 ist zugleich 



imd hiefaiis folgt, dass der Aasdruck 

fortwährend wächst, sobald man to immer zanehni§n lässt. 

Das Wachsthum der in 2) verzeichneten Grosse geht aber 
nicht ins Unendiiche fort und «war vermöge de» Theoremes^ dans 
für 

Ist. Für m=:l findet mao diesen »Satz leicht bestätigt; denn man 
hat offenbar 

TForaus wegen 2-fa;~a;*=(l + a;)(2 — ;?:) folgt 

Dass aber der Satz auch allgemeiner für jedes positive m eilt, 
lässt sich ipittelst d,<ps ^Schlusses von m auf fn^rfrl darthun. . SM- 
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tipilzirt man nlnriich die UngMchnagen S) «ad 4), so folgt 

Wendet man darauf deu bekauoten Satz au« das^ für positive a, 
b, c und a<6 

a + c ^ a 

wi*), so folgt far a=:4-2(m-|-l)«, 6=4-|-2(»i-|^])^» c=2fl»^: 

4 + 2(m -f l).r 4 4-f-2(//i Hj^ 

4 — 2(w + 1)« + 4 — 2 (m + ' 

wobei aber a, d. h* 4 — 2(m -|- positlr ausfalleD mnm, fkA 
6) ist nun aneb 

d. b. 

für (//t -h < 2 ; dasselbe stiaimt mit dem fiberetn, was ans der 
UngieicbuDg 3) folgt, wenn man m-^l m scbreibt 

Nimmt man in 3) ^ = ergiebt sieb für jedes positiYe m 

. (l+l)-<3, 

woraus mau ersiebt, dass der Ausdruck (^'i-j^'" mit m nickt 

^eiebzeitie Ins Unendlicbe waebsen kann, sondern sich einer be- 
stimmten Gränze nähern muss, welche <3 ist Dieser Sat^ lisft 
sich auf bekannte Weise dabin erweitern, dass auch 

Lim (1+1)- 

eine bestimmte endliche Grosse sein muss, wobei nun « ebe 



*) Wmm <l<^, ist auch ae<^be. ferner 

Oller 

)M durch DMeioD nH n{ß\e) folgt dahwe der obige SSate. ' 
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betiebige positive unendlich waehsende Zahl bedeutet Für o== 

worin ö gegen die Null convergirt^ ergiebt sicii daraus der zu be- 
weisende &bt, dase 

. . - 

Lim(l + d/ 

eine endliche heetinimte Grfieee ist BeseScbnen wir diesell»e lüit 
«9 90 folgt weiter 

Limi^^^-^==Lhnlo|g[{I+«)*J==loge. 

« 

Da hier niehts darauf ankommt» nach weichem Gesetze 6 abnimmt 
wenn es nur der Null beliebig nahe gebracht werden Imnn, so 
setze man 

wobei n die Basis der obigen Logarithmen und b eine bis zur 
Null abnehmeode Grösse bezeichnen möge. Es wird dann 

£ « 

Lim jj— j=loge, bas<» 

oder umgekehrt» und wenn man wieder d för « schreibt» 

a''— 1 1 , 

Lim — jt — =1 , basa; 

♦ 0 löge * 

womit das letzte der in Hede stehenden Theoreme bewiesen ist. 



Velber den Integralsinus und Inteenral- 

Von dem i« 

Herrn Professor Dr. O. Sehl dm i Ich 

an der Univefffitftt sn 



Einige Untersuchungen aus der Theorie bestimmter Integrale 
erfordern die Betrachtung ziTeiertranescendentenFunfctioneo» Smm 
Definitionen durch die Gleichungen 
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^. /'«8iii(4« + l)y , _« 



Um auch den Gränzwerth des zweiten Integrales zu erhalteo, 
erinnern wir uns an folgenden Satz*): „wenn /"(y) inner hall» des 
Intervalles y=0 bis y = u endlich bleibt und u ein ungerades 

Vielfache von also etwa w = (25+l)2 js^ 

wenn dagegen « kein solches Vielfaches von ^ ist, so giebt es 
doch immer zwei euf einander folgende ungerade Vielfache von 
^9 zwischen denen ii enthalten ist, so dass man 

(2s+l)|<M<(25+3)| 
setzen darf. In diesem Falle findet die Gleichung 

sin?/ siiiy 
statt. " Da nun — - immer endlich bleibt, so kann man f{y)— — 

y " 

7t 

setzen und hat dann för u—i^s-}^!)^' 



dagegen 



Um r^-'^-^^-^'^^dy 
Jo cosy y ^ 



7t , . TT 



wenn m zwischen (25+1)^ und (2j+3)2 liegt. Substituiren wir 

die gefundenen Resultate in No. 8) und 6), so ergiebt sich folgen- 
des Theorem: die »Summe der Reihe 



*) A. n. O. §. 4. 
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wenn u swUctien 1)^ nrtJ (25+3) Vs'lTt. 



Nimmt man hierzu noch die Formel 1), so bat man in jed« 
Falle den Werth der g^ochte)»«)Suiiinip. 

IL Eine ähnliche Betrachtung ISfiSt sic^ ai|f die Gleiclrnng 4) 
anwenden. Schreil^en .wir die Jetz^re in -den Fospi 

letaen 2» -f]^ und addiren alle so entstellenden 

Bieichfugen, so wird- 



* I 



[coÄ^ + cos>^ + cosöy + .... + cos (^f % J ^ 



2Sefl^}{t..inan, 8in (%i-f 2)^ in sin &n 4- 1^ + ^) und iSMt dann m 
inendlicfa wacBseo, so wird 

- [Ci(i*>+ Ci(3i«) + Ci(5tt) + ....] 

* sm^ y Ju tf • ' 

^er zweite Gränzvverth rechts ist NuU zui'olge-des tSatzes» das« 
ji#erhaupt für imeudiich \vachf eud^ k, ' i ' * 



Lim / f(y)cQBUjfdif=0 

Ird, sobald fCy) von «=a his y = /> endlich bleibt, was hier der 
all Ist* sobald u die Null übersteigt. Wir haben daher für tt>0 

/** sinAv cos« , 
■ ^» ain^ y ... .. u .f 

TiMflXL M ' 
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Ferner giebt es folgendes Theorem *) z wenn u ein Vielfache» 
von n, etwa sn igt, so hat man 

ßillt dagegen u zwischen tic und («-f so ist 

i/o siDy i^"' " 

,-«l!A0)+/W + A2i) + ..••+ /(»»)). 

Für < = co vereinigen sich beide Gleichungen zu der einen 

=!n:|5AO) + A^)+A2^)+ A3«) + ....!. - 

Zieht man hiervon erst die eine und dann die andere der beiden 
vorigen Gleichungen ab, so folgt 



J u siny * ^ 



für u=:sit\ dagegen i 



= 7t 1^) + /'(,+2n:) + 37») + I 

wenn u zwischen stc und {s-^l)n liegt. Wenden wir diess (Üt^ 

f(y)= ^ auf die Gleichung 9) an, so ergiebt sich der Sati: 

die Summe der Reihe 

• t 

. . Ci(u) + Ct(3tt) + Ci(5ii) + Ci(7u) + .... 



- 2 12* 
für tt = 5«, dagegen 

sobald u zwischen sn und (s-f-l^;r enthalten ist. 

r- . 

a. O. §. 3. .. . ^ 
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' FBr f seO, d. h. für «r> tf>0, betrli^ b. B 
Obwohl 4ie hier entwickelten Sätze als spezielle AnweDoungen 
weit allgemeinerer Theoreme erscheinen (deren Beweise fibrieens 

nur höchst elementare Betrachtungen erfordern), so sind sie doch 
vielleicht desswegen nicht ohne Interesse , weil sie den Zusammen- 
hang aufdecken , in welchem der Integralsiüus uod Integralcosious 
zu den barnioni^beu Reihen stehen. 



Xlaeorie der nodular- (elliptiMAen) 

FmiktloMea. 



Von dem 



Herrn Doctor . J. Dienger» 

Lehrer te Hühenntik und Phjiik sn der hahene 

ra Sfanhelni M Heidelberg, 



In dem Folgenden wollen wir versuchen , diejenigen Sätze 
hervomilieben,-ole iiQthig sind, nm su einer voUstlncUgen Kennt- 
niss dieser Klasse von Fun)ctinnen zu gelangen, ohne dabei die 
l i ee t ie von Formeln aufzubieten, die das Studium dieser Funktip- 
nen erschweren und verwickeln« Wir lehnen uns dabei an das an 
Formeln und Umfang reiche Werk von Dr. Gu der mann: „Theo- 
rie der M odu lar-Funktionen und Modular-lntegrale. 
(Berlin bei Reimer 1844.)*' Sind die im Folgenden aufgestell- 
ten Formeln keineswegs neu , so 4st vielleicht doch eben dadurdi, 
dass nur das Wesentliche hervoin^ehoben' worden, der weitern 
Verbreltun|^ der Kenntniss dieser Funktionen ein Dienst geleistw; 
and diese ist auch einziger Zweck vorliegender Abhandlung. 



Die veränderlichen GrÜssen x und y seien se tM^cbaffen, dass 
iie der Gleichung 



renugen, wenn a^<l, m^Ksl- Aus dieser Gleichung ei^ebtslch 
eicht» ukAiBß^ mfji in Bezug auf « differepsict; / 

• • • te« , 
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Nun ergiebt sich aber aus der Gleichuog (1): 



=0. 



^ ' 1 — iii^a^jc^ 

weon man lur 7/=0 x= + <i, für a;=0 y=-{-a voraussetzt. 
Hieraus fols^t: 



Setzt nian diese Werthc in diu Cileicbung (2)', so erhalt man: 

* + — ^ - =0 



oder « 

1 Ö£ _Q .... (4) 



. - 1 ' 

Es ist somit die Gieichuns^ (4) als eine erste DifferenzialgleiehuDg 
der Gleichung (1) zn betrachten , und die Systeme ?on \Vertbeo 
von X und y, welche der Gleichung ^1) geniigen, erfüllen aoch 
die durcfy (4) ausgesprochene Beziehung. Das Integral der Glei* 
cbuug (4) ist 

«n-Mi«. . r i r ^ ^' —€ ' ß) 

. a «1 i I J V (1— ^»)(l-m--2a:2) J V (1— //*)(l-7nY) . * *** 

Diese Gleichung wird mit (1) zusammenfallen, wenn die willkuhr- 
liehe Konstante passend bestimmt ist. 
Setzt man 



^ 0 



' woraus ' ^ * 
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50 ist die Gleichung (4): . , 



• - . I 
• • • • 



aod die (5): . • • . » i • • ^ 

Da diese Gleichuug eine Beziehung zwischen x und f/uusspricht, 
so wird C von a und m abhängen. Nun niuss al)er für ar=0 
y=a, und für ^=0 a; = a «ein; diess ist nur der F^il^ jy^pu 



t/o \^(l~z2)n_,^2j2)' 



I' ) 



80 daM 



Diese Gieicl^rig\fol^ am (U, Ut ihr also dcdchl^deMif^A. 
All« ihr.f^lgt; , ' . .*• . ^ -»...j., j./ 



o=s9(C)=9(» + m). 
Man wird daher «tagen kOnnen: 

t/ o ar^Kl-m^o:«)' t/ p V (1-.^^) (1-mV)' * 

ist ferner r -f eine konstante Grösse, und folgt aus diesen Glei- 
chungen: x=:(p{v)j also y=.<p{u)f setzt man ferner o-=.(p{u -{- v)t 
so sind die Grössen x, y, a durch die GleiclMing (L) yerbuaden. 

* * t * 



Es seien, wie im vorstehenden Paragraphen» e and ^-^iifeh 
die Gleichung 



(t) 



verbiindcjn, in welcher < 1 , ^'^ "^1, so nennen wir x den Mo- 

ilular- Sinns von r für den Modulus m und bezeichnen ihn durch 
sn(ü), wahrend r das Argument (arg.) heissen mag. Die Grosse 
y 1— soll Modular- Kosinus heissen für den Modulus rn» und 



% 
\ 
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bezeichnet werden durch cn»; die Grosse -7=== heisse Modu- 

V 1 — 

1— a-* ' 

lar-Tangente von r=tnü; heisse Modular-Kotangente =ctoc; 

V^l — m^x^ aber h eisse M odular-Differente =dnp. Endlich wollen 
wir die Grögse Sf 1 — wi* durch m' bezeichnen und di» auf den 
Moduius m' belogenen Modularfunktioneu durch 

, sn'ü, cn'r, tn'r, ctn'u, dn'r. 

Man hat sonach: ^ ' 

cn*t)-f sn*r=l. 



snr 

Xnv= 3 

cn V 

cnr 

ctn©= ■* 

an 9 



(2), 



dn r = V 1 — wi* sn* tz^zST cn^o-f/n'^sn^p 
; =:V"m'* + m*cn*p; 

aus welchen Gleichungen, nach Art der Behandlung der cykliscbei 
Funktionen, man leicht neue bilden kann, aus denen hervorgeht, 
dass wenn eine der fünf Modularfunktionen gegeben ist, man die 
andern vier daraus ableiten kann. 

Für 771=0 erhält man: 

snprrgint, 
cnr=cosr, 
tnü=tangü, 
ctntJ=cotgr, 

dDv = ]. : * - 

Für 971=1 ergiebt aich . .. « , - . . 

woraus ..... ..•■■■:..;../ f, 

•' ■ ' ■ 

Da also, was auch immer mOO und < 1) sei, x oder snc immer 
kleiner als 1 ist, so giebt es eine Grosse 9>, so dass 



t .1 



sno=sio9>, daher cne==co69), tne^tang^), ctovpi^cotgqp/ 
dnr = V^ 1— rm^öin^i^Ä V cos*<jp + iÄ'*sin^. "• 
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DieM *€hclti«e > oämt man die JUnplUade des ArguDMote« v, 
flir den Modnliui iki, und die B^seleliiiailg Ut " 

; ^ = aia«. , . . • . .. . • (3) 

, I • ••*•*§. 3. . ..... l -M 

• . #. • • f 

Wir wollen nun den Gang der Modufarfunktionen etwas oäher 
erörtern. Dazu ist ea nothig, da«» wir die DüarentialqiiatieiiteD 
deraeiben kennen. 



Ans der Gleichung (1) des {. 2. folgt zuerat 

d9_ i_ ^ 1^ 

85 yri:iäiv^i;:iiiaiä~'cnv.dno' 



also» da x-=8nvi 



Un 

aa..iat ' -* {■ 



« ■ I ^ ' y 

d.siir , f 

— — sscno.dno i . <i) ^ 



«nd ne^t man den Werth ana (1), so ergiebt aich: 

• ■ * ■ 



Ebelieo 



ss^anodn«. (S) 



« « * • 

d.ctne dot? 8 . am p 

jdv aiif*o * Bv 



. , V :(3>r 



Nun ist für t?=ü ar = 0, also ,^ . . 

* . • . III r 

8p0O=;O,; c«(0)=:X. ^sdO, _ 



o.snv 



Da aber» der Gleiehung (1) gemäss, -^-^ ao lange positiv 

bleibt als cntf, und fär v=0 cne=:=:l ist, so wächst also aao. 
von t = 0 an so lange bis cno negativ wird. Heisst M der 
hMns^e WerA^en e (fldr den Mednkis m),.,f%lr des cn0=O Ut, 
tat maft C . ' 
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8n(^) = l, •cii(;!f)=0, tn(Ji)=^, ) „, 

. . (5) 

ctn(Af) = 0, du(M)==m', am(üf)=|; ( . 

und es heisst M der zum Modulus in gehörige Modularquadrant. 
Was seine Bestininiimg anbelangt^ so ist 



I ■ , — - ■ > * ^ ..' -. , (6) 



oder da x:=zBin(p: * 

< TT • 

c/ 0 V 1— w*sin*qp 

• Der Gang der Modularfunktionen innerhalb der WertheO und^ 
des Argumentes ist also als bekannt vorauszusetzen. 



,1^ 



Setzt man — x statt x in die Gleichung (1) des §. 2., so wird 
r zu — p, und somit ist 



sn(— v)=: — snr, cn(— p)=cnü, tn(— r)= — tnr, i 
ctD (— t?) = — ctnt?, dn (— r) == dn r , am ( — 1?)=— amü,( 



was auch immer der Werth des Argumentes v sei. 



§. 5. 



1«^ 



Aus den Gleichungen (3) des §. 1. zieht man, wenn man die 
erste mit x^ die zweite mit y multipiizirt, alsdann subtrahirt, 
x^sna, y = snb, a=sn(a-|-6) setzt: 

, 'lt.' 

^ ' snacn6dn6' sn6 cna dna* 
Nun ist aber ^ • < . 

i sn^a cnH dn^b — sn^6 cn^a dn*a 
= 8n«a (1 - an«*) (1 - m^sn*b) - sn'^b (1 — sn^a) (1 — »i*sn«a) 
= (8n«a - sdH) (1 — m^sn^asn^Ä). 

Multiplizirt man also in vorstehender Gleichung Zahler und Nen- 
ner mit «naon6dn^ 4- sn^eoadna, so ergiebt sich.:« - 

r / i «V sn«cn6dii6-|- snÄcnadivaJi •. 

sn(fl-f-o;= =— — s — s «7 , .... (1) 

^ 1 — m''sn'*asn*6 ■>!•'. • 
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, ■. .«..1 Ii». 'i\ I. I 

,^ stoacn6dii6 — sn^cnadna 

««•(«-4)= 't ^»«At ^ySV 

Hieraus folgt nun ^ 



, - , . cn a 'cn^ -^ woha sn b dn n dp 6 

cn Ä eil A -|- sn « Sil 6 du a dfi 0 
cn(a-b)= i_Ä.W6 

• ...... 

• • • 
% « 

^/ . tn«dnÄ+hi4'clno 

tn « (In (/ —inf/dn a 



• « 



(3) 



(4) 



, ctocctn b — dn a Jn fj 

ctn(a+6) ^ 4n^cto6<rf-etnodDa 

* / i*«n/ ^ AY— . ^^'^ ^ 4- dn ö rf?! 6 
• . ^ . / -•""ctoadna — ctnÄdn6 

( 

j . ... dnadn6 — m^snacnasn6cn6 
do(a+6)= , i^«|««|*«^n^ 

'*■ 

iSetit man endlich , 
40 ist 



(ö) 



J*»g " f ^^"g <^ _ tn adn6 -f tn bd na 
^ 1 — tangatangjST l-Htntfdn&tB^dpa*tA ii 

welcher Gieichnng genügt wird» wenn ^ a.hI ) 

I tanga=tDaiiu6, tang/3=tn6dnii. 



*• •;» 



^tf±±±«h<tlttg^teadnQ;*p==nrc(tang;^^ J'l' 

am(a-|-6) = arc(tang=tncidn6)-f arc(tang^tnl&äna), 

am (a— 6) = arc(tang=tn a dn 6)"arc(tang= tn6du «)'; r^*^®^ 

welche Werthe auch wirklich den Formein (1) bi« (5) genügen. 
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Setzt man in den vorstehenden Formeln b=za, so erhält mao 
leicht die folgenden: 

2$nacnadna 
sn2a = — i o „4 — » 

en*a — sn^rtdna 
^ ' . 2tnndna 

^ ■ ; »"-«=i_tD»ad^: . y (7) 

• ■ ctn*a — dn^a 

ctn2a= -Tw j — ~ » 

2 ctn a an a 

, _ dn^a — m*sn*acn*a 
dn 2a=z j ^ztäZ » 

am2a=2are(tang = tnadna); / 
woraus wieder gefolgert wird : 

4/ /dn2rt+ cn2aV .... (8) 
ona=+y l + dn2a Ä 

\ ' tnadn«r=tang(Ura2fl). ) 

Uebei laupt kann man hieraus eine Reihe Formeln ableiten auf 
ganz ähnliche Weise, wie die entsprechenden Formeln der cykli- 
sehen Funktionen. 

- • . .1 . 

§.6. 

Die Formeln des vorstehenden Paragraphen werden uns das 
fernere Verhalten der Modularfunktionen vor Augen stellen. 

Setzt man a^M, so erhält man, mit Beachtung der Formeln 
des §. 3. : 

c6it « ,x , sn 

t . \ : • • . , .... 

dn(M— ^) = j^> am(jlf— 6)==2--arc(tang=i»'tn6); j 

vorausgesetzt, das« zunächst b zwischen 0 und M sei, obwohl 
diese Formeln fiir jedes h gelten. . 

- 1 ' .Eben so . , . . , . . 



.•I'' ■ -a;' 



am(Jf+A)=^r|-arc(tang=m'tn6). . , , , 
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^ • am(^f6)sÄ»i^aiii(«— 6), ' ' 

vihI wmd man hier M — h statt 6 aetat: 

aw(^--^)=:3f-aniA^ " 
a«i(2iir+6):=^s4-aiii^j; 



d. t f&r irgeod eio ganaea poaitivea r: . ' 

amlfirilf J: 6) =r» i: am 6. 
Also auA (2): ; . ' 

aiD^ilf4-ilf+6)=am(itf+6)-l r»s=f3i+^+ari<tai|g=»»'tii^)i . 

' • • • . • ' , . " • :» 

i« \ - . « '••» . ' .•' . » 

am((2r+l);!f±6) = (2r + l)|±arc{tang=m'tn6), ...(3) . 

Dieselheu Formeln gelten für ein negatives 2r und 2r-|-l> 
' lÜ^raua ergieß sich 

an (2rlf+ 6) =tt8io (am (ÄJfr-f 6)) =sin(r7r-f-amÄ)=(— l)'öto6, 
cn (2r3/+ Ä) = cos[ani(2ril/-|-6)]=coR(r7i:+am6) =?(— I)»'cn6, 
to (2r ilf -k 6) = taug [am (2»> jlf 6)] = taa^ (r» am 6^= to 6, 
* etn(2rJlf4^)=cotg[am(2rilf+6)]==cotg(r9r4-ra 

Setzt man hier r—^hiy so sieht man, dass die Funktionen sn 6, 
cn6, tn6, ctn6 sich nicht ändt^rn, wenn y> sich um XnM ändert; 
diese Funktionen sind also periodisch und -der Cmlang einer Pe- 
rioa« iat 4«. • - • • / ■ -. " .-• ' '. 

Was im FmdrtioD dnivwipefaMgt, ao/Iat ■ > ,' i 



(4) 

•r.'i 



dD(iV + 6)=: 



4a6 

7,.. 4HC2^+4)=JK^S^dB6; 
diese Funktion verhält sich also wie tn6iund ctn6. ^ 

aii((2r + l)ilf+6)=(-l/sn(iir+Ä)=:(-l)r^, 



4M{ß» + l)if +6)»(-l)'«l(^+*)=!(-l)'+'-j--T^.I 



dB((ar+l)Ä+6)=dii(Ä-f6)Ä 
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Setzt man in den Formeln (4) und (5) h negativ , so 
leicht zwei weitere %atfpie von Poniie|iv $fi^t man aber 6=(l 
8o erhält man: 

en2rill=0, 8D(2r + l)ilf=:(— 1/, 
cn2^jl^=(-l)^ ' cDC^+l)Ar=:0, 
tn2rilf =Ü, • * •tnCir+lfilf = «, . . . (6) 

ctn2r^/=A, ctn(2r4-l)/V=0, 
aq2ril#=0., . dD(2r -f 1) Jl =fii'. 

Was das Vorzeichen von anbelangt, jso verhält es sich da- 
mit wie bei den cyiilit^chen Funktionen ; es i^t dasselbe gewis« 
Mrmiuiaeii ein d^^pfwltefi, je nachdem man in den onendlldB ^lfe^ 
deoden Funktionen gelanget Ut; ob durch eip negatives bis 0 
wachsendes» oder ein positives bis 0 abnehmendes £ 



Aus dem Vorhergehenden erhellet nunj dass, sobald man die 
Werthe der Modularfunktionen von 0 bis M kennt, man die 

Werthe derselben für jedes beliebige Argument zu bestimmen im 
Staide ist. Allein selbst innerhalb dieser Gränzen lässt sich noch 
eine Vereinfachung einfuhren. Aus den Formeln (J) des fi. 6. folgt 

nSmIlch, wenn man » — h statt o setzt: 

.N . . .. ; 1. (1) .\. , » * . 



durch Hejcbe Formeln man die Funktionen für Ar^pmente 
aus denen für Argumente <'s- berechnen kann. 

Setzt man 6=0, i?o erhält man Formeln, die leicht die Mo« 
dularln^lctionen ve^'^ geben, i • : * • - ; M (1 | cm* > 

/^l . i .^ -5'. A I M (I I 
> „I. • « • 
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' §. 8. 

Ffl^ die Anwendung der Modiilarfunktionen wäre es nothwen- 
(Ug, dass man Tafeln besäße, aus denen man die Werthe von 
jeder derselben flir ein besnmmMa Arguiiieit .entnehmen künnte. 
j$olche Tafeln könnten sich leicht auf die gevvobniichen trigono- 
metrische Tafeln beziehen lassen. Denn, wie wir in §. 0. sehen 
werden, Ist es leicht niüglich, aus einer gegebenen Amplitude tp 
das zugehörige Argument v zu berechnen. Man stelle nun für die 
Moduln von 0 bis 1, diese beiden ausgeschlossen, Tafeln auf> die 

7t * 

•ffir jede Amplitude von 0 bis ^ die ztigehvrigen Argumente v ge- 
ben , so wird man umgekehrt aus diesen Tafeln lRIrfi«lne»Medahm 
m ^^Q^ die eindm Argumente o zugehörige Amplitude q> fiodeo 

können. Da aber snt^srsiotqpi eno=cos<]p u. s. f., so kennt man 

also auch die dem Argumente v zugehörigen Modularfunktionen 
mit Hüte der gewöhnlichen trigonometrischen Tafeln. Wäre eine 
der Modularfunktionen, z. ß. inc, gegeben^ j^p würde mau <p der* 
gestait becechaen, das^ ' j 

tangf =;:tiio, : 

und aus diesem Werthe von cp kann man diis Argument v, so wie 
die übrigen Modularfunktionen linden. 

Hätte man also Tafeln, in welchen für die Moduln TOn 0 bis 
1, diese zwei ausgesclilossen, die zu jedem ^ von ip^O bis 

9)=^ zagehSrigeii V' (ton O 'bls M) .ia fitidlDii wSrlshV sd i^rdeo 

diei^e v.ollständig genügen. Es w&re vielleicht genügend, dass sie 
nach Täusendtheiien des Bjlodnlus fortscfinwlten wimeo ; j ihre Eln- 
ricbtOBg IcöniMe d^ der trigonometrischen Tafeln Sbniicb sein. 
Soll überhavpt die Anwendung der Modularfunktionen sfruchtbrio* 
gend sein, so sind solche Tafeln von unabweisbarer Nofhwendig- 
keit. Es bleibt uns also noch zu zeigen , auf weiche Weis^>idlll 
Grösse v aus q> berechnet werden kann. 

II 

j. 9. • • . 

. Gmu. wfc,.lo .eisitfbt fle|i,; wenn ««ipt«*! Mtä» 

' I • «1 Vi 

worin (p ttater<^.venH4^esetzt werden kano> «^dec ^<{lt^tens 

Um also V aus q> zu bestimmen, haben wir bloss das Integral 
Ib eine konTerglrende Reihe zq entwickeln/ NuW*l»t, m Hl^Wn V<1'* 



1 13 13 5 

(l^-m*«iD = 1 + g sin \ +2^"** V + ^"^pl *9 + 

• • • 

Das «Ugemeiue Glied dieaer Reibe ist: • 

' ^ ' • • • 

t/ 0 ; • 



... . 1.3.5....(2r— 1)^^ 



.... (2) 



2.4.6....2r 



■9 iTgiebt sieb , 

: -ti. i4.4....Jr ^ '»*'/i<9')+- 

Durch diese Formel, die Funktionen f{tp) als bekannt vorausge- 
setzt, erhält man r aus tp. Zugleich i'oigt hieraus, dasd n — « 
die gleichen Moduiarfunktionen gehören, wie zu m. 

Es ist nunmehr noch eine Bttedumogsweine der Fuoktioiuo 
f{ip) anzugebeoi Aber luao hat: 

' =(2r4-l;sin2^9— (^r+^jsiu*'^*^, 
daber - • . • • . . 

oder. 

1.3.6....(2r4-l) , _La5....(2r+l) ,, ^ . . 

worauB.nun, da /o(9^=9? \ / ' , . 
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..... * 
/iC?'} = 9> — sin 9? cos 9) — « sin 'qp cos 9— »^sin^^cosf», [ 



2 2 4 

2.4.6....(2r— 2) , 

wodurch die Funktionen f((p) mm bestimmt sind. 

Diese Funktionen sind abnehmend und positiv, da sie Null 
sind für ^=0 und ilir Differenzialquotient positiv ist von 9=0 

lim dieser för ^io vB^dUcb. graseee r |et«, eo 

fAsp) ilir ein unendlich grosses r selbst Null« wenn 9^*^^^^ » ^ 



n 



was man auch auC^de^e Art beweisen - kann.. Für ®>'b^^ 
man den. W^tb.TCja. jlf. 

Somit hätten wir die im §. 8. geforderte Anfab6 gdSs^ odo^ 
die MOgliejli^ejit der KoDi^tnilction der Tafeln j^e^igt 

Die unmittelbare' Theoile der Modnlarfbtilctioiien bt damit *fe^ 
schlössen 9 nnd wir haben nornoeb ihr Verhalten ahzngebeD. ifWä 



das Argnment fanaglnär oder wenn der Alodufais >1 ist. ^ 

f • 10. 

* » , 

Ebe wir ab4r diese Untersaehoog TomebmeBf waUsB- wir 
Docb einige fUeiebiggen aufstellen , welche die BezIehailgeD der 
Argumente zd d^Or Modol^fanktionen niber darstellen. 

L Ist'e eis .Aigomen^ dessen Modolar-Sbiiis =ar, so. bat man 

lilt'^'lst 'e ein Argn inent » d essen ttodaiar-jtCoiänus so bit 
sein Moduiar-Sinus s=V 1 — 3^=y, also 



an 



C2) 



»■ . ...Iii; ♦ i ir». Hl.''*« " '/I» Ki'ii.\ if m; . 'il # • l 
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V ist Null (iBr d!ssl; dit aber x Dicht''||ritaMMii«l« «l, M'Mbii nun 
aaeh aetxen « 



ist sein ModulartSjnu8^;^^7=33^s;;iy, mithio 



Ffir J7=0 ist dte Wurselgrosai» sm, fllir jr=sl ist sie 0, fiir 
se^ 1 ist sie ima^in|ir. ' 

' DL- Sei "6*'^!^ Argument»' de^icrn W^Htättt^angalUi 

X 

i"Vo VH- (m'* f l^trHm'^*«* ' ' 

« 

e ist Kali Ar jr=;0: ^ aber kaoo jeden *]podHlveii' Wertb, kaÜeii. 

Fttfi Jfn'Ji; isl «SsAi. •> . *» •••• • li 

IV. Ist ein Argumeht, dessen Modülar-Kotan^^nte s» 
^.^iBS^.]i|odular-Y mitliin . . . 

(4) 

- > •' X^^ 

(4 ist. Noll ^a;= od; filr 4?=<k Ist .r^ jV^ . ^ \ • 
. V. Es sei do9=:^. so ist sne=^s — r- — :-; deinniu:h 

e ii( NuU för ar==;l , e ist =ilf nir\jr=m'^ s? isi immer zwiscbei 
1 und fw'r ]ftlf-i?i= r ist die Wurzelgrösse Null, fiir arx4»ii< «Me- 
foUs ISuU; ansaerbalb dieser Grftnsen ist sie imaginftr. 



(?) 
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also "^"^ ^ I4-CO89 

Daher näch II.: , 



•1 t-'- ^ 



- m £8 sei ^ =^=:r, «o bt 



Aber -j- ■ .•■ - 



■ • 



« ist Npll filr ars:], 9 ist =ilf fiD: ar^oo; also geht x von 1 
bis 00. • . . 

VUI. £s sei cn(itf — tj):;=m' t— =ar,' so ist ^ 



t/ 0 V (l-a?»)(iii'«-H»«>)^o 



Für a:=0 ist t^-Q, für ar=l i8t ü^M. Die Wiir«eig^«8»^'W 
reell von ar=0 bis ar=l.. 

1 

IX. Es sei — 50 findet man ganz wie oben . 



0 ist Null für ar=l, und ist =iir für a: = oo; also geht « von 1 
bis OD^ Für ist die WniielgrileBe Imagliiir, 

Th«ü XI. ' : snr • 



•4» 



(10) 



9 ist Null für x — ui', und =.il/ für x~\\ also geht or Vorf 
ml bis I, innerhalb welcher GrSnzen'die Wuryelgivsae auch «eellist 



AehpUpUe Formeln |a$«cu bich noch lei<^j(:^bkft^|^; ^di^ ge- 
gebenen genügen aber zu uosereni Zwecke. 

f. : . 



I * 



Die Forroem des vorstehenden FMtegraphen werdeft. uns auch 
die Aufgabe lOsen« • die Verhältnisse denModularfnnIctioneD aflm* 
geben 9 wenn das Argument imaginär ist 

Setzt mih päinli«;^ n^p^u. so ist also 

UfZZZ # — — , also r= / — , . . rrr^ .- « 

Jo V(l+22^(Jl+mV) t/o V^iHz^XHm-h^) 



Hieraus' folgt aber,- nach §. 10. III., dass i~UVc, wenn mau 
in §. 2. ferner erwähnte Bezelchnupg einführt Demnach ist 



* • 



- ** \ ■ ' * V 

' , 8ntt7=^ttn'0, . . . » 



VeÄW»*r^^l- #iews:, ^ - : ,-t.)Cv,/ .] 

1 • \ 
cn's^t ' j 

4»ra«« ^f^gifibt sich, yven^ mau 4^e.Forjai^ dfß 5, bq^ebt^t: 



— ■ 

• ' • »v-; • ' : -ri' V • • i • .'; Uvf. »vi 

- \ 
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Boadn' 6 isn ' ö cn' b cn»dtia * ' • ••** 

/ . cnacn'6 — 2snadnasn'6dn(6 
CD acn' m «t dn a sn'^ do' 6 



1 — dn'-^asn'^A 



•te<b+*0=?^'J" tj^ . • • - . . ■■•■ 4(2) 

cn (a + 6i) • 



fkiadn'6, . i, /l+sn'6di»fl\ 



Aos diesen Fociheln lassen sich eiipige bemerkenswefÜM FoT^ 
mefan ziehen. Q^wt 'tiSmlich M' zu m' gehurige Modobr- 
qnadnuit (§. 3.)j so ist nach §, 0., wenn man bz^^M* setzt: 

sn(a + 2riW'i) = sna, cn{a + '}rM'i)=(-~iycna, \ , 

ta(a+2rilf'i)=(-^jl)rtoa, ota(a+ (3) 

\voraus folgt, dass, wenn a um XrM'i wächst, die fünf Modular- 
Funktionen sich nicht äDoero. Setzt man noch \a\-''lnM statt o» 
so ergiebt sich: 

ap(aH%airilf +2riIf'i)F5<-. l)»sna, 

tn(a + 2ni1!f+2rJ/'0 = (— lytn«,"^^ (4) 
ctn (a +2wiV+ 2riV'/)=(— l)r ctn <i, 
dn (a+2ftiir+2rif t)^ (- l)r dnir ; 

ius ^eichen Gleichungen sich ergiebt, > dass die aufgezählten ftinf 
Uodukarfunktianen doppelt periodisch sind, und dass der Uiiifaog 
lioer reellen Periode 4Jf» aep einer ImiiginlreD saillfi sei. i 

§, 12. . , 

Ist der fliodiifatt» grOsser als 1, sp kanir er durch —sm« 

largestellt werden, da m<^l. Die Modularfunktioneo, die sich 
; * • ^ 21* 



f 



I 



auf diesen Moduius beziehen > mögen dnfdi «nj©, cn,^^ ».^ f. 

bezeichnet werden. ^" », .• • f ' ^ 

Ist nun sntv^z, no h^t man' ' * , ^ 

Set^t jnan nnn t==naf, ao' «cgiabt sidi . . - 

_ Z'^' '. . "'8-' £ _ Z"*' - . " 

A'i , : , 

Hieraus folgt: 



(1) 



Es sind noch zwei tt eitere Modulärfiuiktionen eln^eföhrt woi^ 
den; da sie aber erst bei den Integrälformela avtliig sinidy io ve^ 
•cbleben wir ihre Theorie dorthin. 



. §.13. 



Zum Schlosse dieser Abhandlung- Soll liier eine. Anwendung 
der Formeln des §. 10. gegehfin w<empi*< Dle«e-*AiiWeDdang.l>e* 
trifft die Integrallorm^l 



Hierbei, sind non folgende Ffille xa iiiiter«N:|i<3Ucn : 

I. ^ iat positiv = a^, C ist dessgleicben positiv ^6*, 
worin ii^<] # übrigetos cc positiv o^r Begatnr. 



Man hat also 



1 8i 
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• r 



Wir wolle» diese Formel Wentüblren tttt (C| dee 10., eo'UH; 

Pemaach - « - . * . • • . . i* f»! 

=- . V . 

' P'^ ' 9ar ' 1_ » 

9laD bat aläo ~ . v 

VI— cur 4/6 Ä — 6t* f , iä\ 

- l-a 

( 

Durch diese GleichuogeD ist nun die Aufgabe gelöste Mao «ucht ~ 
io dem-Syateme, dessen Modulos =zkj das ArgumeDt ey 

deosei^'Rlö^ubtrkosinus = , . fc , so ist ^tt^ das verlangte In- ^ 
tegral> ' ' • , ^ • 

Da in VI. des §. 10. ergeht von 0 bis ao, so geht z von 0 bis ge. 
Für x = 0 ist vorausges«;tzt ^ = 0, für ;=:x ist v=^2M, also 

y= ^-r - 1^**® Formel (1) giebt also 

vrenn a*<l. ilf iet;,der ModiilarqiiadfAPt fik.de» Medikus W 

10 ist dieses Fall leicBt anf den Voifiergefcehdeii sa Mngen*. 

II. Es ist A positiv =:a^, C positiv =6*, 1? positiy =:;2o$c£ 
md «>L. Alsdann bat man- 



.1 




o 

Idoitlfizirt man mit III. des §. 10.» so bat man • 

vrorans ^ s. } - v V.v. 
Demnach 

.% ' ' ^ ••..I *: 

'm'N /** Sa? 





Uahter hat miuii.ssiir Bestimmira^ Ton $f das folgende S3r8tem: 



Da in III. des §; 10. 0? geht 7on 0 big«» so ^ht t von 0 bis «; 

für 2 = 0 ist vorausgesetzt ^=0, fiir 2 = ao ist (^^'^* 

daher , 

.X -"U » ...» 



> 

wenn o, 6» a positiv und «> 1. M ist der Modnlar guadra ni des 
Systems, dessc^n Modulus V^l — m'^, m'=:e— Vcf* — 1. Die 
übrige Behandking ia^ dio gkfoiie». wie in !• . ^ 

HL Es ist positiv C positiv =b% ^ iiegattv = -Ma 

und tt>fl, Hier surd 'knw F&lle^^ üntetscMdeft 

UL 1. -2«<1. ' 



2^= 



•/V 



26a 

l*iÄtiA«lF't,^»^H»^ Rftf. 10, ^ sohatman jj^.^^^^—^^«^!. 
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Da ^ geht von 0 hiB-l, 80> geht f von (M>U V ^ ^ '''' 



b 

dort fllO=: 



III. 2. -t^>h ll^Un ideB«ifi^iraiiiit VtUfif9§4;U)Mi 




t • 



woraus • • ' * v. 



•=V( 




.2 



=V..(i)""'==Vv(p-''-v; ^, 

Für VII. desl^. g«ht jrvon l'b<8<p, a&LQ z von y (^^^J od. 
DeroDach, wenn - v . \ ' / . . \ 

A* ^ V dz \ ' • • • • 

/ \ ' 

so ist ' r" J ' V, 
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Fflr «==Q^ isiv^ilfy 4*0: . . / . ' ^ 

worin M der Modularquadrant zym Modulus a— V^«*— 1 ist. 

IV. Es ist A positi« is^sy C;negätivss6S J^aSo^ w«ciA 

dt ganz beiiebig ist . « 

Man kann seisen ' ^ 

.... . ..... ., & - • .. :, 




tVergiichen mit VliL^es $. 10., wo 



3x ~ . 



giebt i 1 • 

fworaus 1. - . . « 



0( 



Abo: 



vi •. V 

y V U*»»'/ ■ / 4/" •. .5n2-m'ä - . tn 



Also ' J. V • .1. / . . 

, . «(4r-c)=i,^S^=V(S)-\.. ^ 
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. F(ir VIII. des §. 10. geht x von 0 "bis \, also geht hier % 

V. Es sei -4 negativ =— ci*, C positiv =6*, ^=2o6«, weUi 
a beliebig. 

' " Öl 



/ V ■ 



Aus IX. des §. 10. folgt 



Idetitibirt miui» v^e -'oben» so findet Bich' x^\l f^,^ . z> 



^y'lV^. de»«ach , - ' , . 

I - ■ ■ ' i Af /bm\ 

' . • > •••»•. — =.\/ ( — , t ili "' ' ..I. - . 

• * • cQü w \am'J 7 . 



•Da at geht von 1 bis 00 « so gebt x von ^ bis öo ; y 

VI. Es sei -4 negativ = — a^, ,C negativ =—6*, ^ positiv 
=:2a6cK^ worin a>l sein muss. , * " 

l 



Aus X. des {. 10. folgt 
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1 



t • 

: 1 ni: 



fn'e= 



Identifi^irf maiK und > 



AUS 



mab leichf du 



bis V ; 



Da ar gebt vou i«' biö 1^ gebt z von bis ^ 

y ist Nüll für z = y und gleich ^ (^) -^^ iär 2=\ 

Ausserhalb dieser Gräiizeri kann z nicht treten , wenn die Wurzel- 
grüäse reell bleibeo soll. Diese .Fälle sind bei der JUelrachtung 
des lotegrals ^ • . * * 

r dz ' ' ^' : V 

aufztuähltfn sie^ erscbupfe» übrigeu«$ alle mvglidieB Fälle. 

]n einer folgenden Abhandlung wollen .wir einige Integralfoi- 
mein. In denen 'Modalarfnoktioneti yorkommen» behandeln» so'wfe 
eine Emeitermig der Resuftate des letzten Paragraphen dieses 
Aufsatzes lieben. Wir wiederholen hier nochmals, dass es durch- 
aus nicht unsere Absicht ist. Neues aufzustellen, vielmehr wollen wir 
— und das ist, wenn wir nicht irren, eine Haupttendenz des Archiv» - 
zu näherer und leichterer Kenntniss dieses wichtigen Z weisses der 
Analysis beitragen. E^j wurde dessbalb unbedenklich Frenides be- 



niltzt, sunial dasselbe in ' grossen .Werken aufiiewahrt iat, die 
durchzugehen taldit Jeder Zät und Luat hat 



I V 




ei 



♦ 8 



« » 



•\ t 



I 
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»il");' .•»in:.:.,.- .:i 0 'uirf:.;'i^ '.J .fti;»ii<' ' !». / -».i .1 / 



lij«« .1 71'/ 



. 1 • . 



lJi^|)^|r,.. j9ie Summirun^ Terschiedeiier 

unendliclier Heilten. 



' Von dem 



Herrn Dr. J. Ph. Wolfei*»', " " - " » 

MtronomMchen Rechner -füntigUcheii Sternwarte lu Berlin. 

9 

'% > ■ ' 



tVir wollen hier die Summen verschiedener imeDdlicher Reihen 
zu bestimmen suchen, welche meistentheils in den Lehrbüchern 
der Differential- und Integralrechnung; hergeleitet zu werden pffegcn. 
Unseres Wissens wird dort umgekehrt die iSummirung, i}|p^t ge- 
leigt, da dieselbe aber mehrfache Geleffenheit zur ÄDweDdung 
der hohem Almlysis 'darbietet^ |sdi«fDM;^ibi0 B«itciichtang olcbt 
ohne Nutzen zu etein. , • 

§. 't"'lXrir suchen die l^uihiiie der uilehdliclidii KeiHe 

■ ■ « 

welche wir^ wie stets in diesem Aufsätze, mit s bezeichnen woi- 
leo. Durch Diffe^enäaÜon crrHaltenr wir •) . « . ' 

I I 



I ■ f ■ ■ • . 1 1 



-1 i,!) . :;j . ;■■>'. i{ •: Iii;*»// '\;At 

Eine Cmistante ist nie^t hinznzuflOlgeon weQ'flBr :p=0 m^I wird. 
Setzt man ^=1, so wird ^' . ^ 

wo e die Basis der hyperbo)i«p^en, )^$»g«krithmen ist. 



43» 

%. 2. Es t^ird gesucht die Summe der unendlichen Reihe 

I 

Wi^ erhalten 

' " Haben Wir allgemein die Differentialgleicbung zweiter Msmig 

adic^ + bsda:^ + cditlx hddx = 0, 
. deren Inteml wir snofaen, eo aetze man 

wo a, ß und m zu bestimmeo sind. Da nun 

dt^ßmtF'^dd- and dd$=fim^&^dafl9 

80 erliulten wir« wenn wir die^e Werthe in die gegebene GleichHDg 

substituiren : • * . 1 

, . . . . . ^ ' • . . ' . .• ' ; . ' 

und dieser letztern Gleichung geschieht Genüge» wenp. m»p 

. . .1 . 

a-|-5ir=0 oder «=s— y 

und ' ' . 

6+cm + Am*=0 oder m=i ' • — ^ = |^ 

setzt. Wir erhalten demnach zwei Werthe von m, ferner bleibt 
der Werth von ß unbestimmt, und da eine zweimalige Integrattoo 
Dotbwendig zwei unbestimmte CoQstanten einfuhren niuss ; so wol* 
len w» dieselben durch /l''nnd ß" bezeicHnen» underlnltai s^ili 
Integral y 

•'>.■■' : •i*f^-J.+ /»'*-''+/»"f-', , . . , 

Im vorliegenden Falle ist a=0, 6=:—), c=0 vaA Asl, •!« 

j-sO, m'-^l und m^ö^]; wir. haben' daher 
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Zar BesitfiDiiiiiiiff d^r vob^stinui^ lM»t|i6tanteo GiteMn P md /)* 
n wir, ffir^asÖ, " »v ^ ' 



habea 



• ' *=P.r5r^'.+'JJ'lt- *. IM M«.- Villi 



also ^'=1 und /S" = -.4, mitbio 



•• • 



* I ■ 

X 



§. 3. Wir suchen die Summe der. uDeodlicheu Reibe 



Dieselbe stimmt offeobar mit der 'Reibe äbereio, welche wir in 
2. für ^ gefiuiflt« liAben, da mm'.naeii U) das dortige 

also ~ = 4(e' + e-'); ^»-^«^ * 

so erbaiteo wir sogleicb iu uoserm Falle'' 

IM) #=4(e'+i»-')=^^-5^. 

Zusatz 1. Man hätte den eben gefundenen Werth der Summe ' 
aurh erhalten, nenn man, wie in §. 2., zueinuJ differeoliirt und ^ .' 
übrigeas das dortige Verfahren beobachtet hätte. * 

Zusatz 2. Addiren wir die beiden Werthe von s in II) und 
III), so wird ihre Summe wie in 1). Diess ersieht nuin auch 

souleich, wenn mau die Formen der. Reihen 11) und III) mit der 
von I) vergleicht. . ' ^ - 

Zusatz 3. Subtrahirt man die Reihe II) von der III), und, * 
eben so die Summe der ersteru von der Summe der zweiten; so 
erhält man ' - .. / . , 

Aus der Vergteichung vod I) und IT) ersieht man also» dass 

l + ^ + I7^+I72^+etc, 

Zusatz 4. Setzt man in U) und III) a:=l, so erhält mau - - 

" * ' * " * • «iIi il ' 

II) «' = i i ^' * = xmaoOB .... , .. ... ;,, 
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iß 

Ihre Summe wird daher =2>7t828IJ;.7niDd.vFenn mao II) von lU) 
^btrahirt, nach IV): ^ . , 'i / 

$.4. Wir 8uclien~4f!^ iSi^mine djßt pocndii^lie^ 



Wir erhalten 



II»''*.- •• 1 ••> • 

Nach §. 2. haben wir hier 6 = 1, a=0, c=0 und A=l, also 
2»'=as V^»— 1, w" = — — 1> und so • . • I)-. I . • * * 



Für a?=0 wird aber 

> •• •• . .. 

1 ~ 1 

J . » > .... ; Wz^ und /fisr'i 

mltiiin , ' 



§. 5. G^eben ist die Reihe \ 



.1 ' ••• 



deren Sulftiiie « wir feuclien sollen. QieGtellie ist, olFenlar ^« 

Reihö gleich« weiche wir in §. 4. für das dortige gefunden 

haben, und da letzteres =; : r =5 coso; : so erliaiten 

wir nnmitteibar 
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vi) f= =eoBüp. . " 

Denselben Werth hätieo wir -^Dmkteibar bach der Metliode des 

{. 4. erhalten können. '.:tiv\ liV/ 

f. 6t. ^ir snchei^ die Sumipe der Reihe 



Wir erhalten 



also 



yil) a:+ g- + yete.=f. ^ 



'•Ii* 



1 x ii'il:«>«' 



and so 



r- 



j— -^i=0 wird,- 80 ist keine ,fifja-^ 

stante biiizuzufugfD| 

'SetE^Sfl wir «s^V> «rhälten frtr log^ji^^slog^^^Toj^a» 
~ », ut\d daher ^ " ^ • . } . 

{• 7. Wir sollen snmmiren die^Reihe 
''»'s ' VUI) jr— 4 + ^— ^ete. ! « .^;m / 

Iis wir* ^=1— a^+il?«— 



# - 



lind da für ar=0 so^^ohl die Reihe =0, als auch arctg^sO, 
30 ist keine Constaote hinzuzufiigen, uod wir haben dah'er 

Tin) «=arctg^. 



Setzen wir »is^J, so wird arctg^srjsv, «id datier 

. .li- :... .:» --.l-^JrH-^^ielDiS^ripft, ^ •;«. Wtr W . k lii'I 

{. 8. Wir kSnnen aus det Reiiie^des $. & eben so, wie ans der 
n S. 1., swe! bilden nnd dieselben besonders summlren. 
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Es sei zuD^cbst zu snehto d'ip Suimiie der Reiie 

A. • •*» - , • - ^ — ^ . : (i r 

Wir erhalten • ' 

dg ,...o.. 1 1 1 



4'*.*! 

mithin 



IX). * = 'ärcts«+iW(ii|)., 
Solleu fvhr ferner «mchen 

•0 wird ■ ' '" •■ 

«iah-" • ;^ . ,1 1...« X.- ■■ 

'^ft^.lfli^^ = * ""^'»^ + i (Iii) ^"«*" 
also . * 



X) f=41og(i:~)— iarctga?. 



Zusatz. Wenn ^vi^ einmal X) zu IX) addiren, hierauf erstere 
von letzterer subtraliiren , so ergeben sUih soj^leich die in VU) uod 
yill) aufgestellten Reihen nebst ihren Werthen nieder. 

' {; 9. £s ist zu sumuiren die Reihe 



<r4 <rS 



80 whfd 

Für at^O wird die lUUie and log<I--ia;«):=Ö» mithin 



mid flo . . 
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Setieii wir xzbI, so wM Iog(l--af^ = Iog0= — und daher 
_ {. 10. Wir aucban di« Suimne der lUibt 

' t " 

•1?' ^jj4 ^6 

XII) .1 - ^ -f j — ^ elc.^«. 

j^=- 4 log (l + ar«) + Conat. 

oder« wie im vorigen Paragraphen, Cöiiat.=t], also vollstSndig 

XII) *=l-4log(lH-ar2). 
öer Logaijthmiis ist eio hyperbolischer, und da 

ilog hyp 2 =0,3466735.... r 

10 wird filr «srl . , 

• • • . 

1— i + i—i etc. = 0,6534204 .... 
{.11. Es sei zu sniniiilijen die Aeihe j ^ 

)a * • • » • 



$■■' 



" d$ > 1 • 

X ' . . • 

o wird *=: y*j^=-log(l-7«) + CoDst, oder, weil für «=0, 
==0 vad log.(l-<-,:r)sO: Qoimt^O und so . 

XIII) i=-log(l-ar). 

Zusatz 1. Setzen wir ar = l, so wird log(l^a:) = — oo, und 
aher 

Zusatz 8. Setzen wir etwa d:=0,01,.so wird 

Iog(l^dr)=:log0,99==log byp99 - loghyp 100 

- =4.5061198-4,^51701,. 
Ithin • « . *'^u 

l \ l l ' . 

lÖÖ 2Ö0Ö0 "** 35ÖÖÖÖÖ 400000000 f?* «=ft^WÖ608,^.. 

TheU XL ' ^ » 



m 

Zusatz 3. Ffir »5=1. wW Uga'-«)3fcl»gö)=-^<«^yP^ 
und daher , 

' §.12. Wir solfen dSe ^Umve dw nntendlicden Reihe * 

JP* 13?' ^ ..- • • 

XLV) . ^r- ^> + 3-4 •*«•'=»■ ■ 

hestimmen. Bs ^■'U'd . , '' \ 

' ■ • l * > 

also 

XI\) 5 = log (1+4?). 

£ioe Constaute ist offenbar nicht hinzuzufügen.. Wir.erhalten z. B. 
t'fir,^=l ^ 

1 - 4+ J - i etc. = log hyp 2=0,6031471. 

13. Zu summiren ist die Reihe ' 

, . XV) i+g^+0'^^+.o:|^^+«tc.=. 

Wir erhalten hieraus durcb Differeotiation 

♦ 

ds* .1.3 "1.3. 5 - , . 
Kijerauf| {n^^m wir mit ^r .dividicen qnd dann integriren ; . , 



oder 



- ^ j .... oy^ 

J SS-"*'- 

' • • ds 

Dilferentiirt man diese Gleichung, so erhfilt man --^szadt-^m 
oder . * . ^ ' i- .'.-. .F^» i • 

;7=^J^a «n<I jög«=-4*<>sa-«'^» 

alae 



1/ « 
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Line 



gen 



i Constaiite ist nicht binzuzui'Cigen , weil aus beiden Gleichuii- 

XV) mr arrsO f=l folgt; . . . ' 

Sejtzen wir ^=1, so erhalten wir 

, 1 1.3 1.3.5 ' 



§. 14. Wir solleD summireD 



A.u I « 1«3 ^.1.3.5 

r + + rr . s'^* + ixo ^««p-*^«- 

Es wird sogleich '^=l+]|*H^a:*+^|a;»etc.=-^=L^(XV), 

iJm .-'..■•'.••* ^..r 

VI— a»« • ^ /• . ; 

oder, weif 'fllr^=0 auch s=0 uod arcstn^sO: 

XVI)' ff s= aresin ^. 

Für ;r=l wird prcsin^=27c, also . 

. -1^ » ■ 13 . 1.3.S . 

1» -1 + 2.3 + 2.4.5 + 2.4. 6.7*'"' ■ • • 

$..15. Sollpn wir summh'eD. die Reibe ^ 

1 

80 kSnneo wir, diircb Vergleich un^ dieser Reihe mit XV), aus 

dieser unsere jetfct vorliesreride herleiten, indem wir — statt 
-f .r^ siibstittiiren ; wir erhalten daher durch dieselbe Substitution 
auch sogleich die gesuchte »Sujqrae, nftniiicb 
** , • 

Pur x—\ erhalten wir i . 

{. 16. Wir suchen die Summe der fteibe * 

oc 1 • 1 • 1 . <3 • ^x^ 
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Für ^=0 wird f=0, also Const. =0 v und so' 

XVIII) #=log(dr + VT4^). 

Setzt man ar = l, so wird , • 

_ 1 1.3 1.3.5 , jt . A. ' 

Pn jion |ogbr(l + V^sdO^^ff?« so wird 

iogliyp(l + V 2) = 2,30250509X0,3827757 

vnd so 

{. 17. Wix suclieo die Surame der unendlichen Reibe 

X 

Multipliciren wir dieselbe mit x sod. dilerfnUlreD hierauf, so ff- 
halten wir 

i^=,+J+ J+^etc.=-ioga-*), (xni) 

.;;i-a?log(lr-j:)+y*i^=r^^Ä 

jp|og(l-ar)-f a: + log(l~a:) ' - 
= (1 — x) log (1 — a:) + + Const. 

Fflr ;r=0 wird «=0 und 'der gefundene Aasdmck =0, dalwr 
Const =K> ond so 

XIX) ,= a-^)'^g(^-^) ,|.|. , . 

Für a?=l ijrird \ ' • 

1:2 + 2:3 + O + 4:0 + 



indem allgemein 



(1 - r) loe (1 - ar) I , .T» a:^ 
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uad für «=.1 



=0(-l-2-?-Jetc) = 0. 



I * 



I. 



J. 18. Sollen wir die H^ibe 



•MuaireBi m erhalten wk, wie- im vecige« Va(igta|ilMii-: "> . '.■ 

(XIV) 

t ^- * / Pxdx 

4:i==/log(l + ^)c/a:=a;log(r+ar)--y j^-, 

oder fibniieh wie dort . 

■ XX) ,^ci+^)iogat£)_,. 

Fär ar=l ergibt sieh . ^ 

yj- 2^ + ^^^'^ = 2loghyp 2 - 1=0,38629^ 



§. 19. Wir brechen für jetzt die Siinimirun«; der unerxlliclien 
iieihen ab, bemerken aber zum Scbluss, dass die einzelnen hier 
aufgestellten Reihen, deiren Summeii ivir aufgesucht bajben, nur 
speeielie Fftlle derjenigen sind, deren Stimme auf die Idtegrdtiqii 
einer bestimmten Function oder Gleichung zurückzuführen Ruler 
in den Al)handlungen der Petersburger Akademie gelehrt hat. 
Die Integrale , welche dort aufgestellt werden, lassen sich alljje 
mein nicht ausführen, und daher verlicl ich auf d(^n Gedanken, in 
dem vorstehende^ Aufsatze eine Anzahl suecieller Reihen aufzu- 
stellen und zu siiimnuren. Um aber auch hier elnd Andeutung des 
Verfahrens zu geben, welches Bulef dort an&tellt> wollen wir 
die allgemeine Reihe betrachten: 



1) 1= 



X 



deren' Oesetni Mar' Tor Aiij^en Uegt äi^d welche sunfictifet «nällch' 
seih mag. Man soll ihre Summe J bestimmen. Mulfiplkllrt man 
dieselbe vxA pa^ und differentiirt das Produ<!t, wobei nur x als 
veränderlich angefl|eheii wird/so 'erfii|Jteb, wir 



IX 



Um:.4lie 'hoch .tebesHMütetl 6ri9sseo p un^-S sweckmSssi^ 
zu bestinntii» setsen wir>> und jewar ilBabkän||;||^ too dem Wisctbii 

von fi: t '•. . u .. «M ;.!!! 
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o-\-H)=na-i-b, also, p==za und « = — 

1 i : . p « 

und erhalten so ' i : . 

, - . - -+ 1 -+«— i 

' t/o: c-\-e 'lc-\-e " pic^e 

Diese Gleichung multipliciren auf's neue mit mx^ und diffe- 
rentliren das Product, alsdann erhalten wir 

.(^+,)>-^ 

^> di = + 

b 

-f r o:" 

m 

/ * 

Um m und \k zweckmässig zu bestimmen, setzen wir, uod 
zwar unabhängig von dem Werthe von «, 

m(^-|-?i + ft — l) = wc + €, also w = c und fi=l ~~ ~ +' » 
und erhalten so 



Integrirt man nun zweimal, so erhält man 



1 t^n-x Vl-^''\ 



acx^ 



oder, wenn man partiell nach der Weise fyd^=yx — fxdy integrirt. 

.r^ r /l— r"\ Cx'" '-n-x''\, 

(IC ^ a V 



Ist ~fr=QO und M-ird, damit die Reihe nrtthw'Cndig convel'gire,! 
.T<1 vorausgesetzt, so wini .irn=0 und so dre 8unime der, all' 
unendlich vorausgesetzten, Reihe 
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.^tzt man in 1) iindT) a=l> 6=s0«.^.fsl, €S=:1; «o, ev^H«if^9 

• I; : • I 



* — jp \/ 1 — ^ - X 



iog(l— a;) 



=1+ j . 

* ' ' " # 

wie in ^17. 



Wie inan zu verfafiren hat, wenn die einzelnen Potenzen von 
X in der vor^sj^esetzten Reihe bcstiminte, gesetzmässig fort- 

febende Neuner habeii^ ersieht mw aiia dem eben aufgeKihrten 
'eile. Wir woHtfa nnli'neeli fcors andenlenv wie man zu veriab-, 
ven hat, wenn die einzelnen Potenzen Factoren haben» Wfkbe 
nach einem bMllMttiten Clesett^ AMgcfhen/ • (SKicbt ma^*dli»^SmiÄb 
der Reibe • • 

1) i=(a+6)(c+ß)ar«+(2o+6X2c+€)a:«+/3...Xwrt+6.)(/ic+c)a:«+(»-i)^, 

se mnltlplicire man dieselbe mit, pß^dx und- erhXlti 

2) px^sdx = ^ (a f 6) (c 4- e).r « ^^dx * 
4p (2a+6)(2c + e)a;«+iN-»....|i(jta+6)(jic + e)j:«+("-^)/^+». 

Zur Bestimmung von p und^ ü setze ^.^lan, unabhängig von n, 

« +<« - =j;(c»+ e)— 1) , 

p=- und 0 = !- ? 



und wenn man* disse: Werths substitnirt» hlemttf aber integrirt» so. 



erhält :.. , ;.. ... 

2^ - Ix • 4rfa?=:(a+6)««+«'+i+..»(ii«-hÄ)««+C»-W®+>, 

wo wir der>jKarie InngeiiiS. auf der r.editen'.8eüe- haben stehen 
lassen. Maitiplicirt man diese Gleichung wieder mit 

• •* *.!♦*'•, !^{ .'^ " 
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ß ßö-r€ta-^ßa — öa—2a ßbe — nc—ßae^ 
a ^ I a ac 

«0 eiUQt man; imcli Sob^tHiitioD dieser Werdie nnd'aiuge&rter 
Intagratioo, 

4) ^^J^ asi^J^a^sdx 

Ist «sscp «ad jr also die Reihe nnendlicb» so wird 
«ad so 

Wenn man diese Gleicbuflg nua aweiaiai diÜsseatürft» wird aian 
»IUI ilir s erhalten. - « 



Temischte kleinere geometrische 

BemerlLung^en* 

Von 

Herrn Dr. Wilhelm Matzka, 

Profector der Mathematik su Tarnow in Galiaien. 



I. Reilie zur BereclinaDg des Flaclieiiialialtes eines Kreit- 
«kselHiittea ans seaaer^ SeliB«''«ad fiagiltc.^ 



Der Feldmesser sieht sich hei der Berechnung der Flächen*. 
Inhalte krummlinig begrenzter Grundstücke öfters in der ^ Lage, 
Bogen ihres Umfanges nahe i&r Kfeisboaen aasehett an dirna; 
wonach er dann fttr die» von den angehSr^ieii' Sehnen a ft g eadiait- 



Digitized by Google 



438 

teneo Kreisabschnitte aus ihrer leicht auszumessendeti Sehne und 
Sagitte, als aus Grundlinie und Höhe, die Flächeniobalte berech* 
MS Icami. Zu diesem Zwtkk (^Mt mh eine oft raseli conver- 
gente Reihe aufstelfeo, , die ich iq einem Lehrvortknge Ober 
praictische Geometrie durch weitwendige Integralrechnung abgelei- 
tet finde, wofür ich die^ folgende -kirzc^re Uerleitiing setzea mOchte. 

Sei (Taf. VIII. Fig. 5.) in dem KUisabschöitteJBC^ die halbe 
Sehne =k, die Sagitte oder der Pfeil DCP=.p. Pur den zunSchst 
zu suchenden Halbmesser OA== OC=r gibt das Dreieck AIJO 
die Gleichung = (r—p)^ + k^,- uad daher den Halbmesser 

Setzen wir zur Hilfe der Winkel AOC =z q), so ist im recht* 
winkiich^n Dreiecke ACD der Winkel CAD=^i^, daher 



*M»g49>=f 

Nim Ist 



Kreiaabachn. ^BC<l=Kreiaau8acb« O^CiSO — Dreieck AßO, 
dazu 



wenn F den Gehren, d. i. denjenigen Winkel bezeichoet, d^saen 
bestimmender Kreisbogen seinem Halbmesser gleicht. 

Die vo»ge Gleicl^uog gib^ aber } jt=angtang^, daher ist 

O^CÄO =2r*.angtang|. 

' Fetner ist^es Dreieckes ABO Ifuhe DO^r^ P^k(^'^* 
daher sein Ilicbeninbait :;qMi9./>Os|A^^—;>^^ 

UleMHM folgt, des Kreisabschnittes ^i^Cil FlfieheDiuhalt: 

<• • • • . 

* 

und man sieht sich dadarch anfgefordert, zur AbkQrznng das Ver- 
hältoiss einfach durch t zn bezeichnen, .yvonach man erhält 

asM MbiBbch Üir einan AiHBeohli^k > . . 

. . * \ • • I • ' 



(i+l)ingta»gUjs=4 



t3t 



1111 



• / • • I . 1' 



1* 



11 11 



III 

• I ] 
4-/ + f*-»-j<*- ji^.- 
ft ^ |7 

"^^^'t 1:3"" 376 + 577 



daher 



f A^B ./i ^ I» . > \ 

7.2 = 1,3 + rO ~3X? + 5.7.9*7' 

und endlicli*' . . ' . j 

Fflr die RecbnonK wird man dieae Reihe bequemer sö gestalten: 

:r + ^ W - -r W + "»~ w — ir U> • 

I ^ in IV t • V' • ^ 

Die Reihe wird rasch converi^ircn , wenn des Kreisabschtiittes 

GrutKlIinie k in Vergleich geigen seine Höhe p hinreichend gross 
ist, wa« in dgiii erwähnten Falle der Anu codung imm6r statt findet. 

; •. ; • V'- . .' 

IL ]jlM¥:rti.<dU; Möglichkeit, einer JPyrluuiidi^miittAlpi'e 

Prisma ein- oder umzuschreiben. 

Um den Alpdruck d^'s Vtiii'peÄrihibla^^äl^ Pyramide ahzu 
leiten oder die Gleichheit z\veier Pyramideu von gleichen Gnrod- 
ebenen und Hohen nachzuweisen ^ nrais raah seihe durch Ebenen 

parallel zur Grundebene in Pyramidenstumpfi^ (abgekürzte Pyra- 
miden) zerschneiden, und jedem demselben . ein Prisraa sowohl 
ein* als umschreiben. Uass letzter^ iii^kk immer thuulich 
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sei , hähe ich noch in keinem Lebrbuche der Stereometrie bemerkt 
gefondttd^ n^toswegep ich Mer auf ilieaes Ueberäebc» iMifiuerlwani 

niaciHRi will. • ' ' i • ' 

' • - 

I. ,^jpas Ein- und Utpschreibeii von Prismen bei Py- 
rantldfeiilstampren ist sicher, ' ab^V auch i^ui^^danii ihug- 
lich, uenn die Grundel)ene der Pyramide ein so geslaitete^ 
Vieleck ist, dass sich in seinem Innern oder Umfange wenigsten^ 
Ein Punkt so annehmen In'sst, dass sammtliche aus ikro zu den 
Vielecksspitzen gehenden Hadienvectoren weder ganz» »och auch 
blos zum Theil ausser das Vieleck füllen. Da ivird jedesmal die 
ddrch einsn selchen Punkt und durch die Spitze der Pyramide 
ffebende Oerade die Eiehtllnie der «in« uodi umsnscbreibeiidcii 
Prismeo# d. i. diejeni^ gerade Linie sein, /n der die Seifieo def 
Prismen parallel werden messen; und der Punkt mag hier 'kura 
der-Iiichtp unkt dieser Rirbtlinie heissen. 

Weil alle zttf ClmndalMne der Pyramide pan^liielen Schnitte 
ihr ähnlich sind, so muss^uich der Einschnittspuiikt d^r 1?ir!it- 
linie in jeden solchen Schnitt der in diesem Schnitte hi lindliche 
Richtpunkt und Stellvertreter des in der Grundebene seilest vor- 
handenen Kichtpunktes der Richtlinie sein. Dadurch ist uns der 
Vorth eil geboten, «nnlatt- der ganeen Pyramide .mir irgend eisen 
Uirer Stampfe betreehtenr au können. 

' Seien demnach (Taf. Till, Tis, 6.) Q und Q' die Richtimnkto 
id der unteren und oberen Grun&ben'e eines Pyriibifdenstumpf^ 

O die Spitze der ganzen Pyramide, A und. A* einaiideV ih^ 
sprechende, in einerlei Seitenkante OA'A gelegene Spitzen die- 
ser Grundehenen« und O'A' die Strafen ,aus Q, 
A, A' 9 welche. ' ' ' ! 

1. nirfijends ausser die Gru n de hene fallen sollen. Führt 
man nun zur Hichtlinie OQ'Q parallel die prismatischen Seiten- 
kanten A'a' und Aa\ so fällt «' in und a ausser die Grond- 
ebene, aU^ in. und ^«.ausser dep P^ raniidei|stumpf ; . wo- 
fer A mui , jenes J^n aiich nocn im Umfange der Grundebene. und .in . 
4«r..|}A)fläche des Stumpfes gelten Jfisst ' * . ' , - . 

* * BMi:vi'egen de« Pavalleiisnius der Gnmdeitenen desiterapfe«, 
flMw'articb Mm« Üurchschnittslinien OA, O'A' mit der Ebene. 
iOAi'OQ) unter sich parallel, folglich ist QA : Q' AfaxOQ i OQ' ; daher 
wegen OQ'^OQ' auch QA>Q'A'. Weil ferner Aa \\ QQ' \) A'u' 
ist, muss Q'A'=zQa' und QA=Q'a sein, daher lat QA> Qa' 
und Q'ayQ'A', Mithin liegt a jederzeit ausserhalh, «' dagegen 
nieniais av^ssfirhalb, sondern äo wie der Strahl Q/i in^^.^. y^.j^pf' 
veder inneilialb oder im Umfange, der Gniodebene, • , t < 

Da ein Gleiches auch an allen Eckpunkten der Grnndebenen 
gilt^.so 'miies das über der Grundeliene des " Pyramideii- 

stumpf apfgerichtete Prisma dleeem Stumpfe ^^gescbrieben^ ' 

*2. Liegt der vStrahl QA ganzr absser der Grund- 
ebeiie» eo Megt (in Taf. Vlii..f^ig. 6;) a' gewiss «ucb aiiseer* • 
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'halb derselben, und der Richtpunkt Q liegt (Tat. VIU. Fig. 7.).ia 
einer Gruodseite FG, aa deren einem Eckpunkte F uQibm&m$ 
ein eingebender Winkel eich befindet, deneen InnfMn ao'irit 

hei P in der Zeichnung (Taf. VIIL Fig. 7.) durch Schrairirnng an- 
gedeutet sein niöire. Wird nun die |)nsniatische Seitenkante 
t'fWQO geführt , .so muss (wenigstens im Allgemeinen) der Pi|nkt 
f ins Innere der oberen (irundebene fallen. 

3. Be fiiidet sich der Strahl OA zum Theil ausser 
der Grund ebene, so liegt (in Taf. VHI, Fig. Ö.) der Punkt a' 
wenigstens im Allgemeinen auch au .sserhalb derselben, und 
dieser Strahl schneidet (Taf. Vlll. Fig. 8.) eine Gruudseite FG, 
an. deren, einem Eckpunkte F nothwendig ein elngeliep^ttr 
"Winkel eich befindet. IMki man die prismatusche SeH^ Ff\iQi^ 
so muss wenigstene liir gewöhnlich der Punkt / In« imiare dn 

joberen Grundebene zu iiegen kommen. < . . 

- ' 

•Aus beldiin ietatteen Untersuchungeo erhellet-. doMnadk dane, 

sobald auch nur ein einziger Strahl ans einem angenommenen 
Richtpunkte an iri^end einen Eckpunkt der Grundebene ganz oder 
zum Theil ausser dieselbe fallt, weder das über der oberen Grund- 
ebene des. Pyramidenstuüipfes errichtete Prisma ganz in ihn, uoch 
da« über aehiar unteren aulgestellte Priama ganz, ansaer Ihn fidle, 
folglich aueh nicht mit Sicherheft angegeben werden kteBe, dasa 
daa erstere Prisma kleiner und das letztere grosser als der 
Pyramidenstunipf sei; und gerade auf diese Sicherheit keipait 
hier Allps an. ^ " 

B.^ Waa nun die Geatalt der Clnindebene anbelangt, M 
welcher geeignete Richtpunkte mfigllch ahra, oder bei der daa 
Ein- und Umschreiben von Prismen in und um die Pyramidea- 
stumpfe ausführbar ist; so hängt selbe — wie aus dem Vorigen 
einleuchtet — von der Menge» Lage und Grösae ihrer eingeben- 
den Winkel ab. 

1. Hat insbesondere die Grundebene gar keinen eingehen- 
den, also lauter ausgehende Winkel, wie vornehmlich das Drei- 
eck, so liegt in der öeffnung jedes Urofangswinkels eines solchen 
VIelecfeea tt» geme Vieleck aelhat; ttlthle iat jeder iimeie ond 
Unfani^apunlft dieaea Vielecke« zu eieeai Richtpunkte tauglich, 
eeuRdi so gelegen, dass. keiner der aus ihm an die Vielecks- 
aflten Iiihr4nden> Strahlen den Umfimg des .VieAeckea gbctegbrailat. 

2. Kommt in der Grnndebene ein einziger eingehenier 
Winkel vot und verlängert man die ihn bildenden Seiten in das 
Innere des Vieleckes, bis sie abermals dessen Umfang treffen; 
so machen diese Verlängerungen einen hohlen Winkel, in weichem 
ein Vieleck von lauter ausgebenden Winkeln liegte dessen jeder 
innere und Umfangspunkt zu einem Richtpunkte aich eignet. 

3. Kommen in der Grundebene mehrere eingehende Win- 
kel vor« 80 wird man die eingehenden Seiten jedes solchen Win- 
kels In daa fnnere den VielecKea und bia zu oeaaen Umfang Te^ 
längern. Findet man dann ein — wenn ancK flock- ao kleines 
V^ieleck, das in dem hohlen W^inkel jedes Paar^ von Verlänge- 
rungen der Schenkel eines eingehenden Winkel zugleich liegt, 
an iat jeder kinere« und. Umfangapvnkt rtesselb^n an einem Riebt* 
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puukte geeignet. Gibt es aber kein solches Vieleck, so gibt es 
auch keinen tauglichen Richtpunkt, oder jenes Ein- und Umschrei- 
ben von Prismen ist bei einer so gestalteten Gruiidebene der Pyra- 
mide unausführbar. 

III. Eine Grundebene ohne einen geeigneten Iii cht - 
ptiTikt lasst sich durch Diagonalen aus den Scheiteln der ein- 
gehenden Winkel oder durch andere Geraden leicht in Vielecke 
z er t heilen, deren jedes einzeln einen tauglichen Ilichtpunkt hat; 
insbesondere in Vielecke mit lauter ausgehenden Winkeln, vor- 
nehndich durchaus in Dreiecke. Dann werden die durch diese 
Theilungslinien und durch die Spitze der Pyramide gelegten Ehe- 
nen die Pyramide sowohl, als auch jeden Stumpf derselben in 
lauter solche zerschneiden, dass ihnen einzeln, zu eigenthümlichen 
Richtlinien parallel, Prismen ein- und umgeschrieben werden kön- 
nen; und man erhcilt dann anstatt eines einzigen ein- oder um- 
geschriebenen Prismas ein System (oder einen Coniplex) ein- 
oder umgeschriebener Prismen, von denen das eingeschriebene 
zusammengefasst gewiss kleiner, das umgeschriebene System 
aber gewiss grösser als der betreflfende l^yramidenstumpf ist. 
Darch solchen Vorgang wird sofort der allseitige l^estand der 
Eingangs erwähnten l^ehren vollständig gerechtfertiget werden. 

Zum Schlüsse möge noch bemerkt werden, dass in jenen 
Lehrbüchern der Stereometrie, deren Zweck eine solche umständ- 
liche Erörterung des in Rede stehenden Gegenstandes vermehrt, 
wenigstens die so eben angeführte vorläufige Zerthcilung der 
Grundebene und der Pyramide vorgenommen werden sollte, auf 
dass der Allgemcingiltigkcit der aufzustellenden Lehrsätze kein 
Eintrag geschehe. 



^ III. lieber die ßercchniing der Maiitelfläclie jegUclien 

C^liiiders. 

BemerkungzudeniAufsatze 
im 10. Bde., 2. H., Nr. XXI., S. 222. des Archivs. 

Es dürfte wohl manchem Geonieter gleich mir befremdlich vor- 
kooimen, warum man in allen Lehrbüchern der Stereometrie zwar 
die Berechnung der Mantel - oder Umfläche des schiefen Prisma 
nach folgendem Satze lehrt: 

„Die Mantelfläche eines schiefen (eigentlich eines jeden) 
Prisma ist gleich dem Producte aus der Seitenkante in den Um- 
fang des (auf dieser Kante senkrechten) Querschnittes;" 

und gleichwohl diese licrechnungsweise nicht auch auf den 
Cylinder überträgt, und sohin (wie ich dies nlljährlicb zu thun 
pflege) den Lehrsatz aufstellt: . 

„Die Mantelfläche jedes (senkrechten oder schiefen) Cy- 
linclers — inag seine Grundebene von einer krummen oder ge- 
mischten Linie begrenzt sein — gleicht dem Producte aus 
seiner Seite (oder Axe) in den Umfang des (auf der Seite 
oder Axe senkrechten) Querschnittes. 
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kSs^t sich doch leicht besjreireii, dass der Cvlinder die Gtftmxe 
ist, der sich « in ihm eiiigeschrLebeno.s Prisma olbne Ende nabert, 
wej^ii die Anzahl der ihnen beiden gemeinschaftlichen Seiten un- 
endlich wächst und der Abstand der benachbarten solche» iSeiten 
iineudli|ch aL^qjmmt: jmd. flffßSj während die Seite stets rihre li&nge 
ben&lt'^ oje^ *i|^ruiid,ehene un J der Querschnitt des Prisma der 
Orunfleheilc a|)fl| ^pni Quer^jcQoljfte.d^ Cylinders ohne Ende sich 
ri;(liern, niiiliin'm den uechnungen die veränderlichen Stücke des 
Prisma dnrch ihre ui^err^icbbaren Gren^tückf ,d^^j (^j^ders -er- 
setzt norden dürfen.*' * 

Diese Unterlassung darf man keineswesjs damit rechtfertigen 
wollen, dass man den Uinfaf»<2^ des Querschnittes eines Cylinderg 
nuc fiieUeu gewissen Abmessungen desselben nach einfacbeo 
H^BttttMYonM&fifbBii hci0chMMi -hmner kt jaso «twus aiicb Cuft 
Btok bei einem Piiraui mlgKch. '^Allein bei diesem meint maifkOMie 
des Querschnittes Umfang leicht gezeichitet and j|ede «iMkelne 
Seite desselben mit Zirkel und Maa^isstab scharf gemessen xrerden, 
was sich jedoch nicht auch am Cyünder mit diesen Werk/engen 
vollbringen lässt. Aber selbst nenn man von dem Interesse der 
ceiy wissenschaftlichen Betrachtung dieses Satzes absehen und die 
Wissensthaft «nr zur DieneHs des jirsiitischen 'Natseas amchen 
'wollte, würde man noch keiri Recht halfen, i^i^i, äu beseitigen. 
t)enn gerade dem Praktiker bleibt es noch rßem als dem neueren 
Theoretiker freigestellt, von der Einschränkung der alten Geonte- 
ter, Alles nur mit Lineal und Zirkel construircn zu sollen, abzu- 
gehen, daher ^ur Messung des Umlangs des Querschnittes eines 
Cylipd^ers naph. Maass der gewünschten Genauigkeit eiuea düiiQ^ 
ted' oder" dickeren biegsamen Fladen oder Drath^ einen StreUra 
Papier oder Messing u. dg!., den man rings um den Cylinder nach 
dem Umfange seines Querschnittes auflegt, oder andere Mittel 
zu benützen. Man wende liie^riren nicht ein, (Icrlei Messung sei 
wenig yerl.'isslich ; denn Gleiches hat man ja nicht minder bei 
einem Prisma von vielen, schmalen und gegen einander sehr geneig- 
ten Seitenebenen zu besorgen» 

Indess scheint mir der Grund solcher Auslassung hauptsäch- 
lich darin, zu. liefen, dass die i^ehrbücher der Elementar- Mathe- 
matik noch" im qier XU sehr ain alten Herkoromen hangen, ihre« 
JL^ehrstoff nieht* döh Bedflrrnisseti der höheren und angewandten 
Mothemaftik anfiass^nd 'er>Teitern, insb«soiif4^^ ^^'^^^^ 
senteiiien Grössemvfssenschaft die Lehre von der Veränderlichkeit 
der Grossen und ihrem Streben zu gewissen Grenzen, noch in der 
Stereo;metrie die Lehre von deik. Flächen, abgesehen von den 
Kürper^i, also s<:hon vor diesen, ohne . Hück^cht oh sie Körper 
begrenzen oder- nlchU nach ihren E^rensehalteoy -Mnillen .a. ogL 
abhandeln. In meinen LebrYortränen habe ic^ djyfrse,.F^Ier ,za 
▼ct-tneiden t^estrebt, und namentlich die Flächen, völi.däi KOrp^m 
gösmidert: behandelt, ungefähr nach dem Muster der analytischen 
und descriptiven Geometrie (zu denen doch die elementare vorbe- 
reiten scdh, jedoch stets und streng in «rein igeometriscber oder 
svnthetiscner Weiset .j Zur Andeutung- mehMs Vorgangs mfSge 
hiw; FeHDeBd«i gesfigen. -Idi bnterscMd^MieM ^em müSiam^ mmk' 
gflbrechehe, krumnie imd gemischte, femer offene und gescMss 
sene Flächen. Von deargebröchsBe» «Fl&theii hebe- ich Jitrfor: 
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aiili laute» :Stl«il^ (ron/ Pärälleleii|iaareR, <'f^^ Seiten Kvvei^tt% 
begrenzt) zusammengesetzt, also gleich .diese^ ins iJnemllilehe aiis* 
i^edebntj theils offen, theils geschlossen, wie z. ß. die ins ün- , 
endliche erweiterte ÜmHäebe^ etite» Prisma; 2. die p^'^ramidi- 
schen, aus lauter Scheitel- VVinkelblättern zusammengestellt, 
beiderseits ins Unendliche ftUsigiidehiit»; ehkkiftAl^ 'elit^^'^ offeti 
oder geschlossen; 3. die polyedri sehen (eckigen). Von den 
krumnien Flächen iikrachte ich : 17 die Rn^l^rnäch en, 2. die 
Cy linderflächen, 3. die K ege I flächen, 4. die ümdreh- 
unesflächen, o. die s. g. FIÄchen zweiter Ordnungii vor-. 
Dettmllch das dreiaxige EIIii)sold. t . -.r 

In einer soIch<;n Lehre ersieht mau leicht dlA GütlgkQli'd«! 

i<njic^OPii»ii ^w«iteTuug QbigßB itehcsati^es: t' : J...// 

S'J.j ..r».«« r*:^ „ • _ „ prismatischen 'piBiuÜ 

ind aui was immer iut einer ' i. i • „u„« i'lacne 
cy I MHln sehen 

zwei (gleicMnel ob ebene oder unebene) jedenfalls kruinrae 
gebrochene oder kruiiune Linien zu einander jiara liel 
exogen, so Ist der Fläche ni Inhalt .def Voll liltilft^lund 
den beiden Schlussseiten eingegrenzten Figur gleich 
dem Producte aus der Seite in die Län^e des (darauf 
senkrechten) Qu/;rsch nittes der Figur, welcher hier natürlich 
nur eine Durchschnittslinie« hicht' aber eine geschlossene Durch- 
scbnittsfigur ist. , . ' ^ . 



l ' K 



. /.Iii . . "•!» .••»'I'.' ' *.!.* 



jKinfacher es Verfahren, die Beihen der 
Coslnas und ülbiis der »uf einanCw fol- 

g^^^eiP^ . Tielfaelien eines Winkels zu 

^ u» ' Kv,.^'-/\ vi *! ••)*• Von dfem ' 

Herrn Schiilrath J. H. T. M ü 11 e r , 

Die beiden Reihen 



■« II 



. ' 'U - t Iii 

. 1.1 / '"Mn 



Digitized by Google 



440 

werden bekarintlicb jede einzeln dadurch sommirt, dass man 

die Gleichungen mit t^cosep niultiplicirt, um die Produete von den 
beiden Formen: 

"... . . • , 

2cos^cosfi, 2siuÄcosfk 

• • • 

heziehungsneise in die zwei Suromen 

cos(i + fi)-f cos(X — /ü), sin(;i-|-ft) -f sin(X — ft) 

verwandeln zu kunnen und so jedesmal zwei nur in ihren Anfangs- 
und Endgliedern von einander verschiedene Heihen zu erhalten, 
die sich dann, nach EinfTihrung' von u und r. dadurch vereinfachen 
lassen, dass man l — cosqp und sing) durch Functionen der halbeo 
Winkel ausdrückt und die Aggregate von der Form sin sin fi etc. 
in Producte verwandelt. 

Nach der hier zu zeigenden Methode dagegen erscheint die 
obige Aufgabe als ein hesonderer Fall folgenoer allgemeineren: 

i. ■ . T>ie Summe der natürlichen Potenzen des reducirten Ausdrucks 
,1 • 



von der nullten an bis zur 7iten , d. i. , * 

-2 (cos 9) + 1 sin <p)^ , 

für a=0 bis 11=:», zu linden. 

Da - . - 

, ^ (co89)-|-isinq[))®-|-(cosg) + ising>)*+....-f (cos^-f-ising))" 

1 — (cosqp-f ising))"+* 

1 — cosqp — tsinip 

und die Potenzirung eines reducirten Ausdrucks «ich in eine Mul- 
tiplication des Winkels mit dem Exponenten verwandelt, so bat 

man, wegen 1 — cos 9) = 2 sin 495''* und sin 97 = 2 sin 49 cos itjp , 

. , ■■ ■ . ». . * 

» ... . .» , 

a 1— cos(n-|-l)9)-isin(w+l)9) 1 

• A Z(c0Sa)-f tSmop) =: r^i — . • : • 

1 — cos9> — tsing) ' 

• ' • * _ 2sinKn-|-l)y^— g/sinK« 4-l)yc6sKM-Fl)9> 

2sin|9)* — 2esin s9)cos l9> 

^ 8in a(w-f 1)9> sin \(n-\- 1)9>— icos4(w + l)9) 
sin«9> sinf97 — icos^g) 

Alültiplicirt man jetzt Zähler und Nenner des zweiten Factors 
mit i»in.^9)-|-zcos^9', so erhält man nach gehöriger Entwickelang 
und Vereinfachung im Zähler und nach Beseitigung des Nenners 

1 w • • • \tt s\n\(n-\-l)(p , • • 1 \ 

1. 2;(cos9-}-tsin9)) = — ^r^-^— ^ (eo« i«9?-|-ism4n9)). 

Es ist aber aach ' > > • ' 
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= cos 0^-^ sin 04-^05 9-J i' sin 9p4~<^os 29-l-t sin 29 -f • . 4- cos n^^-t sin »91^ 
folglich ^ ^ 

II. ^cos9)i-isiD9ji^=(l'|-cos9-f-cos2<)p-|-.... -f CO6119) 
^ ' +^Wny + sin 2y +....• H^jWPW), 

folglich 



lU. Z(cosay)+i^(sinp9>)=:--^jjj^^cos4«9P + * sip^ ^^ ^"«y^t- 

Da nnn die reellen und iiuagiuaren Theiie iür sich einander gleich 
«ein müssen, so ist * ^ . * 

•%t' <■ % . . . siu,'.(;H-l)qpt •. -i . 

• IV. 1 4- cos Qp + cos 2g) + .... + COS wo? = r — -^.cosiwcp; 

. • 7- • • -r sinitp • ST-» 

10, . . siniü»-|'l)9) . , 

6tny4'6tn2yT""TSin7iy= ■ / j .sin^wy. * • 

sin 2^ > 

Diese, so viel ich weis«, bisher noch nicht angewendete Her- 
ieituiigswei^e scheint mir nicht bloss kürzer, sondern auch direc- 
ter als die oben ' aBgedeiitetio. f^äiDicAie'>«i *Mfai. Vtc^loicht 
fiodet 4n dieaer oeuen Gestalt' die Summirung^ jener M> if}eM%eii 
Reihen j£iDgang in die Elemente der Goniometrie. 



JSriSrtemns einer Spielerei durch die 
Wahrs^cheinUclikettsreelmiiiiff« 

Von dem 

Herrn Doctor £• W. Grebe, 

Gymnasiallehrer so CSimel. 



£s Ist eine nicht ungewöhnliche » irach alisi Orakel henmttle 
3piiBlere\t dass man einige Grashalme oder ähnliche Gegenstände, 
lie ^ir mit ab, cd. ef u. s. \v. bezeichnen wollen, in der Mitte 
imbiegt, ferner nachdem dieselljen so verdeckt sind, dass man 
len I^auf derselben nicht verfolgen kann, die freien Enden a, 6, 
9, 43ly e, f u. s. w. zu zweien verknüpft,' and endlich nachsieht» 



rrhoirxi. s» 

I 

• 
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•ob liiHth Aeeto Tipefaüon. eine geschlossene Kofte# ^in Krani 

eiitstanqen ist. Es l>edarf wohl kaam einer Erinnerung, dass die 
Suche ganz dieselbe bleibt, wenn man die Grashalme in doppel- 
ter Anzahl nimmt, und dieselben dann auf beiden Seiten verknüpft. 
Die Wahrsctieinlichkeit der Entstebnnir eines Kranzes bei dieser 
Spielerei k^un durcli euie so einlache T ormel ausgedruckt werden, 
dass dieser Ufmstahd.es eotscbuldigen wird> .wenn wir die Sadw 
bier kurs» erOHe^o. 

Nehmen wir nur einen Halm, so entsteht jedenfalls ein Kranz, 
da nur die eine Verknüpfung a6v möglich ist; die Wabrscbeintieli* 
l * 1 

ttM ist=j* ßei'i^ei Ualioeo liefern die Verknüpfungen ac, bd 
^m^. a4^ bc einen .KrAnxv'.)v2lbreod die VeiknOpfung üb, cd keiofB 

gibt; die Wahrscheinlichkeit drs Kranzes ist =rg = ip7j. Bei drei 

Halmen belehrt uns eine AnfzälUung der hier möglichen fünfzehn 

Verknüpfungen bald, dass acht derselben einen Kranz geben, 

t 8 1 *^ 4 

dass also die Wabrscbefailiciikeit eines soleben a^j^s ^-^^^ sei. 

Wir weiden hierdurch zu der Vermuthung geleitet, dass bei n Hai- 
men 4le Wabrscbelnlichkeit desKran^^es == 

«ein Werde,, mid die allgemenie Befmdihrög beet&tigt dteM V«^ 
■w l iity vollkomo^esi ... 

Wir wenden uns zuerst zu dein Nenner des bing^teilten Aui- 
droeks, änd beweisen, dass di^Zabl allermöglicben Verknüpfung» 
weisen zu Paaren liei 2n Elementen = 1.3. 5. 7.... (2m— 3). (2» --1) 
sei. Deiiken wir uns diese verscbiedenen mu^lichen Verknfipfüagr 
weisen siininitlich hingeschrieben, und zwar ni alphabetischer Ad* 
ordnun£(, so ist klar, dass dieselben alle mit dem Elemente a 
beginnen und aui natürliche Weise in ('i/i — 1) Gruppen zerfalleo, 
je nachdem das Element, welches mit a das erste Paar bildet^ 
ein Anderes ist. Diese {'In — 1) Gruppen enthalten alle gleich 
Verkniipfungsweisen , nandicb so viele als ftir die ausser dem 
ersten Paar noch übrigen (2?? — 2) Elemente möglich sind. Die 
Zahl von VerknüpAingsweisen der 2w Elemente ist also das 
%%n — l)faclie der Zahl der Verknüpfnr?sweisen von (2n — 2) Ele- 

, menten^,^,4iefte. aber aus ÜhuUclifn Gründen das (2» — 3)|(^he dec 
Zäbl der verKhüpfungen von (2n»4) Elementen; und so ergeben 
sieb durch wiederboltes Schliessen d^e Factoren des su bewelsei' 

.den Prpducts, wenn ancb io umgekehrter .Ordnung.« 



Dass ferner der obige Zähler 1.2.4.ft....(27i— 4)(2ii — 2) die 
Zahl der dem Kranze günstigen Verknüpfnngsweisen richtig d^H 
stelle, beweisen wir auf folgende Art. Es war' vorhin die-jEtM 
von (2/1 — 1) Gruppen. Die erste dieser Gruppen bat In alli 
ihren Verknüpfnngsweisen ab zum ersten Eiementenpaar, die 
zweite nc, die dritte ad u. «. w. Die erste mit dem Llementenn 

Saar fi/> befjinnende Gruppe vermag keinen Kranz zu liefern, wefl 
urcb die Verknüpfung. der.. erste Halm in sich abgeschloss^ 
itHl-JOiHliB «ro^'dcr y«rbindiiog 4er übwgenflafaiilt an^esdüessed 
l»M«:i nie .MrissD (^--r^ Chrafpen aber Hefenir «nter «inaidd 
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vergtiched, Itaiiiier eine gleich grosse AnzahF von KrSnzen/ weil 
die Beziehung des Elementes a zu jedem ausser 6 vorhandenen 
anderu Elemente oflfenbar eine ganz gleichartige ist. Wir dürfen 

daher nur die Zahl von Kränzen in irj^end einer dieser Gruppen 
ausdrücken und diese Zahl n»it ('In — 2) i*nultipliciien. Wählen wir 
die Gruppe, in welcher das erste Elenicntenpaar durchue^ ac 
lautet, "und in welbher mithin das zweite Elenientenpaar durch- 
weg mit b beginnt, so ergibt sich, dass diese Gruppe el^ensoviele 
K^r&nze liefero muss, als wenn das erste Elenientenpaar ac gar 
nicht vorhanden wäre, das zweite aber statt mit 0 vielmehr mit e 
Ijt ffänne. Indem nändich c mit a verknupflt ist und « mit ö zu- > 
sauimenhängt, ist ctiO nur als eine Verla ne^enmo- von c zu be-' 
traebtön. Jede der vorhandenen i2n — (^iruppeR iie^t al'o so 
vig|eJ|krciBzef als (7i 1) . Halme • für- sieb zu JieCMriwveir-mügen. 
Afit^ anlicnen Orüüd^it: Hefem aber diese wiederT2^*4)m8f «e 
vIelfe'MiiNNI» als (s-t^lIilhnt.Meia wtfirdep. Sd^l^t man ^ra 
^veiter, so erh«Hlt man den zu beweisenden Zänfer auf dieselbi. 
Art, wie früher deh Kemper. 

- Bei Benulzimg ^eS'WabHsdhelhilicItkeitsqtten^MUi ,f 2 ' ■ 

iiat sich hiernach die Zahl der aus Zähler und Nenner anzuwen- 
denden ersten Factoreril genau nach der Zalil der Halnre zu rieh* 
isni; 'Die Unreaebn&ssigKilitif dass Im Zfihler 1 als def^^MgOihrer 
der geraden Zanten. erscheint, entspricht genau der Unregelmäs*' 
s^^it in der Sache, dass bei einem Halm die Verknüpfung a6 
einen Kr^z liefert, bei jeder anderu Zahl von Halmeii aber nichts 
Die Wahrscheinlichkeit des Kranzes wird, wenn die Zahl d^r 
Ualme wächst, fortwährend geringer, verschwindet aber erst im 
Unendlichen. ^ Wir raihen daher den seh&pen' Leserinn^^ dieses 
Archivs , welche sich npseres Orakels bedienen wollen, die'^ Zahl 
iler anzuwendende^ Halme jedesmal mit ftlrefi Lehensjalttvn ' in 
üebereinstimmnDg. an bringen. . ' 

Zum Scbfaiss mag der Quotient , noch mit der.-be)mnn- 

ten Formel ' , 

• - « 2;9.4.4.6. 6.8,8;... . .1 

. . 5*"-!. 3.3.5.5.7.7.9.... 

rerglicheo werden. Nehmen \^ ir an , es seien in dieser letzteren 

"^omiel so viele Factoren benutzt, dass die Gleichung nahe rich- 
i? ist, und der letzte Factor des Nenners sei (2?i — 1), so würde 
lie Wahrscheinlichkeit unseres Kranzes bei n Halmen auch nähe- 

mgßwewe durch y ^^^^j^ alugedräckt werden können^ wodntöh 

ich zugleich die obige Behauntung, dass-mositr WahrsdiänlielH. 
seltaquotient bei Unsühlig vielen Halmen versciMwd«iid ■'i^^- 
rerde, rechtfertigt 
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Oemerkung^ zn dem Beweiise des unter 
]Vo. XXXIV. in Tlieil IT. S. 330. hin- 
bestellten greometrisclien Iielirsatzes. 

Von 

. Herrn Franz Knopf in Cassel. 



In 'dem Beweise des gekannten Lehrsatze« ist behauptet, dass 
jeder der drei >Verthe , u eiche für .r ans der i^leichnn^ (1) her- 
vorgehn , die Hedin*i^un*;en desselben erfüllet. Es wird aber ß=j 
nur lür den W^rth .r = 0, und die beiden Werthe ar' = — (fl-f 6) 

„ (a 4- 6) (a f '2f, ) , ,. II 1 f t. 

und x =- müssen als die Uedingungeo des Lehr- 
satzes nicht erfüllend verworfen werden. 

Substituirt man nändich in die Gleichungen 

' a c(a^ h^r) (n-\-r—h) a/ß(a±0±c}(a—€^b) 
y*= } — ; — w und p^— — 7 — r-rrs , 

fiir c — b den Ausdruck — (<f-f-Ä), oder fiir c den Ausdruck —a, 

SO ergiebt sich y-* = — q- und — ^f^^ f^ yi — > können wi 

t = — a keine zwei Linien ß und y existiren, welche gleich wären. 

Substituirt man ferner für c — 6 den Ausdruck — (<'^'^K°"f'^^^ 

1 f 14 11 + + • 1 * • L 

oder tur c den Ausdruck — v , so ergiebt sich: 



und 



- o/^> Tq^ + 2^6) [«i^> ^- (a -\. 0) (a + Ü)] . * 



also fiir c= — j werden y und ß imaginär. Daher koo- 
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M» auch ftir> #ss«— gleiche Liojeo ^ und ^, eicht 

exietiren.^ 

Ohne die gemachten Sul).stitutionen sieht niao auch foJp^en- 
derinxifisen ein« A'aha voit den drei Werthen» welche von der Glei- 
diuog (1) geliefert werden, nur der^ Werth a*£=0 die Bedingnngen 
des Lehrsatzes erföllen kann. Für a^-ci^ia^b^ kann /?=y nicht 
sein weil aus c — 6 = — ' (a -|: 6) hervorge ht w — a + ö , und 
ireU keine .drei lanien 6, c» a exietiren können, für welche, 

h'-e^a-^-b wäre. Ehenso folgt airs a^'^-^ ^ ^ ^ dasa 

i^c=^±h^JJ!ä hierans, dasa ^--6es=^ifi^^^WiBt 

Ebenso wenig Iconnen drei Linien a, b, c ezistiren, durchweiche 
diese letste oder die vorletzte Gleichung erfüllt wiire. Also kann 

für ar^^=:~> ^^"*'^^^ "-t^ die Gleichung /3=y nicht Statt finden, 

md es kann bei dstt in deSi Lehrsatze geinachien^ Annahmen 
zwischen 6 und c nur das eine Vei liältniss Statt finden , dask 
b = c ist. Ein nralitischer Vrrsuch /eigt auch sofort, da^s in dem 
XBCBi, (siebe Tafel iV. Fig. ö.) BE^ nicht =:CZ>ji ist 



Uelber die. Indepeiidente BestlmniiuHr 

der Fakultätenkoefflzienteii. 

» 9 

\ 

Von dem 

Herrn Professor Dr. O. S eh lo milch 

) I ea der fJnivsiailil sn Jena. 



Das iu der Ueberschrift ausgesprochene Problem gehört bc- 
anntlieh unter diejenigen Aufgaben« von denen wir noch keine 
»mpendiöse Lösuna beaitaen; der einzige mir bdmnnte Versoeh, 

tDe independehte Bestimmung .jener Grössen za erlangen , ist der 
>n Herrn Schlaf Ii im lOten Theile des Archivs mitgetheilte, 
>er so gern ich auch den Scharfsinn anerkenne, den der geehrte 
erf. zur Bewältigung der entgegenstehenden Schwierigkeiten auf- 
}boten hat, so muss ich doch offen gestehen, dass mir eino 
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sechs fache Suniipirupg nicht elient als 'eine ninde und hone 

Auflösung de» gedachten Problenes erscheint» '"lind icli iHVnucbte 

d esshalb auf einem anderen Wege zum Ziele zu kommeo. leb 
stellte mir nnmlich die Aufijabe, ir^nnl («inetj Fakulthtenkneffizien- 
ten in ein bestiinnites Intei^ral zu verwandeln, was ebenfalls iw 
einer indepeiidenter» liestimniung dcsseil)en fVibren, oder vieliuehr 
geradezu eine solche sein muss> da man bekanntlich Mittel g€oug 
Desitzt, mn 'den Werth eines i»estinini(«n Intemles mit jeder he» 
liebigen Genauigkeit zu bereebnen. Zugleicn böte eine sokhe 
Ausdrucksweise den Voitheii, die IhigliclM wSsse in einer «M* 
pakten Form ddürzasteUeHn 

Denken wir nns die Fakultät fi^Cfi-f- l)....(fi-|-n*^JX nach stet- 
geedep Peteiisep voii fi.\enMckeli;> und sintzen ' 

1) fi(f. + l)0*+2)....(,t + n-l) ^ ■ ^ 

• • • » 

n n n n 

^ Jjft + .^{jft^ + i^aft' + .... -f- ^iifi" , 

•e besieht unaere Aufgabe beiiaMiilich« darin» ivgeod .einen 4m 



n 



Koeffizienten A etwa Äfi 9u bestimmen. Nahmen wir fi üäg^tiv, 
so wird 



'2) 



und hier gehen wir nun zunSdlfStÜftrauf aus, die links stehende 
Fakultät in ein bestimmtes Integral zu verwandeln. Diess geschielit 
auf folgende Weise. Nach einem belcannten Satze, ist für jedes 

positiFe und n^x^*-jti ^ 

(2 cos ixVcos iftz= («0 ^ "f" fs ^ + ••»^ 

wobei jWo, a, , fUj,.... wie ncwolinlieli die Binomialkoeffizleiiten bi- 
xfiicJiDeö. . Multipli^Mren .>> ir boidüf^eits ^mit t^^fM J>"^ ^^^fS^ 

mm» Jedes doppeRi^ Coshmsprednlct hi elne ounme'Vo» €etiM 
«o wiro . • : v' 



2 (2 cos iz)M cos ifu cos ^ ^/üq cos nz 

. / .+ **.[qo&(n^a>i;+cos(n+2)2] 

+ |iin [cos (ji — n)z + cos (n + n)z] 



Diese -GieiiBiinni^. raultiplidmn wir mit . dt und- Integriren danil 
swisohcn denOfSMken isssr. Dabei Ist ' zni hetefl oi|iif bÜ H 

des« f«i jete.^ibzd pMkiv»;» 0 •. > : < ' ".i " I 



==0 
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wird und mithin alle Glieder verscbninden, iD welchen. Ml» 
▼erachieden ist Es bleibt daher nur übrig 

2/ (2cosix)Mco8sfMC08/ix<£e=:ftn / co8(it— »)zcu=f&ft'r* 

• .^T ' « • ' » . ' Ii« i 

Sdireibeo wir den Werth ron ic» hin »■d.niltiplizireii dar^ufl 

beiderseits mit ' ' , ^vobei 1,2....« km mit n* bexelcbnet 
werden mSge, so wird , ' 

? " •> \ : ii.;n 

t 5 " I . » •f.t ti 

Lioiis setzen wir um mehrerer Bequemiichlceit willen z=z^i yro- 
durch dt=:2dx wird« und die anf a hieeflfliehen IntegrationsgrSq* 

0 7t 

zen in ^.^2 ^'"^5" übergehfe». lieitAt*^ ^^wickej^ >t!Äi¥; 
FalLoltät nach der Fomel 2) und erhalten so 



4 pk^ . 

— n* / «(2 cos drV* cos ft^ cos 2fi:p «r 
t/o ' . 



üni nun hieraus irgend einen der Koetfi35ie«teArjl*^*tWfc:4^4f 
bestimmen» differensfren Hdr b^ideraelts' Mät in Hteojgr'm 1^«^ 
nehmen daim f4=0. Setzen wir zur Abkürzung 

. , ^ (2 Cosa;)'* cos fur=/(fi);' 



1 

so giebt die toalige Differenziation dieser Gleichung 

4 Pi" 
« t/ o 

und folglich für f*==0 , > • » .r, . 
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Um nun die noch rückständige Differenziation au^zufübreo« «tel* 
lefi wir /(fi) in die Fofin 

und aetzeo sur Abkfirzaog l(2coaa:)=y, also 

oder wenn- nao den^ CmIbm dareb imaginire EzponeoxIalgiOMeD 
ausdrfickt: 

wobei l=:V^ iot giebt Mm ibiaKge DUToMaatfos Be- 
zog aof ^ . 

und daraaa folgt för |ti=0 

/^W (0) = 4 [Öf + ^0* + - • 

llan kaou diesen Ausdruck bekanntlich in einen anderen upusetzen, 
*dcHr keine imaginäre Zahl entliftlt« «nämlieh 

(«2 -|- cos {k Arctan — ) , 

und dann wird 

. ß i*=(— + cos (iS: Arctan.-) cos 2it:r£ijr; 

aber dieser Ausdruck ist etwas uobebülflich. . Zu einem elegan- 
teren Jtesultate gelangt man dadureh^ dass man statt /(^\0) die 
Reihe 

/roy*- ^*-2^2+Ä4y*-*«*- .... 

mbstitilirtf wodurch 

erhalten wird* Setit man das Integral 

4 n 

( — 1)"-^ * — j^ij ^ yv .rfl CO« ^nxdx , 



d. i. 
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(^1)»+*-— / r/(2«o«;v)]i»j:9cos2fM;ff«=9(p,o), 
10 erscbeiiit die symmetrischere Formel 

6) Ak=K^ , 0) — k.^(f> — 2 , 2) + /^(p (Ä:— 4, 4)— .... 

Nimmt man die KoeffizienFerr ^ in umiekehrter Reihenfolge, so 
ergeben sicli dlejenigeo Zaiilen, uelcae Herr Sciiläfli mit C 

b«<£icM6f. Alts GMebimg 1) ftigt i^lMIA Mr 

duieh Multiplikation mit A«: * . "» - .• »i«. 

(l+o;iKi + U)(i-i-2i)....(i + »^Ji) • 

nod wenn mau diess mit der Formel " 



" ' (l + ü>l)(l+U)(l + 2A)....(l+n-U) 

Fergleicht, so wird 

• • • « »• • • • ... *• 

fiberhaopt 

, . ' . • «• ' • « ** . . • 1 . . , • 

Ci^An-^, ' ' . ' .,.1 

wobei i eine positive ganze Zahl bedeutet. Es versteht sich übri- 
gens von selbst, das» man noch andere und bensere Ausdnid^* 

^weisiBB'. fijt . Ak .fipdeit kemna^ weno es gifickt, eine ^^f ^(^itä^ii; 

j»(|i*f (m-H"«— 1) «der |Li(tt — «— 1) in eis «Adeisii^ 

und geschmeidigeres Integral als das hier benutzte zu verwandeln. 
Es k.iin n»ir bei den gegebenen Entwickeluniien nur darauf an, zu 
zeigen, dass di<', in Vorschlag gebrachte Methode nicht an den 
Schwierigkeiten leidet, welche der unmittelbaren 13estinimung von 

Ak oder d entgegenstehen, wenn man von der Reknrsionsformel 
seinen Auslauf nehmen will, und dass sie , daher wohl verdiente» 
weiter angewendet zu werden. • n. . . 
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, * Gesetzt, e.i solle dieses Auspumpen durch eine Dampfma- 
schine von m Plerdekrai'ten in t 8cl(uoden vollzogen werden. Eine 
Pferdekraft fär die Seknode werd« m p kilogr. mtrs (p= 58,823) 
gerechnet, eo ikt * ^ . * 

mpi = A, (3) 

ff 

wodurch m gefiinden wird.^ 

.Der Aui>druck vqn A nimmt, wenn man die Gleichung (1) be- 
achtet, euch die Form an: • 

I . • • • 

Man sehe darüber: „Memoire sur Tapplication de I'air at- 
inospherique coninie force niotrice sur Ics chemins de ler^' ö. 16. 
in Crelle's Journal Bd. 3SS. 8. 84 C, wo die Resultate jedoch ao- 
der» sind , indem die dortigen Gleiohnngeii. (3) -utid (4) nicht genau 

richtig sind.^ Macht man in unserer Formel QZ') log(l-f ^) = ^* 

^^-^-=1^, so gelangt man zu den Resultaten der angeführten Ab- 

liandlung, was darauf bioaoskomnity ö geg^n a zu TernaciiläMigen. 

0 Ist nach Grelle 9418. na(di indem (Archiv IX. S. 341 
naeh'Mfiller'a.Phyeik) =10330. 

Bis hierher haben wir eine Luftpumue mit einem einzigen 
Stiefel betrachtet; wir wollen nun anuenmen, dieselbe besitze 
deren zwei, in deren einem der iCyitben sich hellt» während der 
andere .niedersteigt. Derjenige Kothen^ der au Anfang der Ope- 
ration aufsteifi^t, soll der erste {genannt werden. Durch Betrach- 
tongen , die den so eben angestellten stanz ahiilieh sind, wird man 
leicht das folgende Tafelehen entwerfen können. Die beiden Stie- 
fel werden vollkommen gleich angenommen und es mögen von 
jedem die Bezeichnungeti, die oben Ton dem einen- gebfaneht 
iTurden» igelten. - ' ' z 

Nach dein fiind noch d,a Khknitr. Spannane 

•deraelb. In Ata. 
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Um AuTgav !' . ., . -. . . . . : . 

to» NkMtergang '• . . ^^^^^ji-." ■ ' {^) f-, 



Soll alflO'J!ahre«d n -Anf- wiil Hiedergängeii dM...or9ii» Kd- 
tB8 di9 v*rkuigte VwJaniimg Jienrorgebrachl «tin« iliiuw.': 

MD, welche Oleichaiig aus (1) entsteht, wenn man 2n statt « 
wan auch nicht anders su erwarten atand. Die Gleichung 
) giebt nnn n* 

Berechnen wir nun die nSthice Arbeit Während de^ nten 
ofgaogs dea ersten Kolbena ist meaelbe» wie man leicht sieht: 

ZU gleicher Zeit nüthige Arbeit zurn INiedergang des zweiten 
Ibens ist rh. Gebt nun der erste Kolben wieder nieder, so ist 
dnu nothige Arbeit rkp die aber an gleicher Zeit Terwendete 
den Aufgang des zweiten Kolbens: 



Somit ist die gesammte Arbeit während des nteo Auf- und 
iergauges des ersten ^Kolbens : « 

26«+4r/.-afl^l«g(l +^.(^)*"" a + 

^etzt man hierin n = l, 2,....n und summirt, so findet sich für 
anze Arbeit ^ nährend der » ersten Auf- und Niedergänge 
'rsteo Kolbeos: 
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« 

Seif um ein Beispiel tu wälilen, rsO» fft^l» vs), -o 
bss:^, $=41000, Bo^ findet man 9 daes die Maeeiibe baben m 



0,3010300 



(18836.^pg^-4709000. 0,0008677 . 

gieicli 19 PferdelKr&ften ongefiijir. 
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DteE aene Theorenie üaachy Iber die repnlarei 
.ijeder, anagvioren aus den Coinptea reodoa hebdoma 

rea dei sdances de rAcad^iiiie dea acleaeea« Tema 

No. 20. (15. Mai lÖ4t^) p. 518. 

l^'^ Theoreme. Los rentrcs des diverses farcs d'tin pnlyedre 
Her quclconque Hoiit It» soiunicU d un antra pul^edre regulier. D'ai 
deox polyddrea regulier«, dont l*On a ponr aommcta iea centrea de« 
de l'iDtre, aont Ddcessairement au, deux tetra^drea» oo an haxa 
aa «cttiddra, ön ob doddcaMre et 'jio icoaaMre. 

2« Tbdardne. Dana tont' polyidre rdgoHer, la droits 

centre k nn soniinet ost perpendirtilaire aux plans de divers polv 
rdgiiliers auxqueis appuriiennent tou« iea aommeta aituöa hora de 
droite. 

Si le polyidre donn^ eat an • tdtniidre « m aenl aonnet aam 

aar la droite dont il s'agit. (es trois aiitrcs nppRrtiendroot & M tri 
^^uilateral dont le plun »era |M>rpendiciilaire ti la droite. 

Si 1« pol^cdre donnc est uti hexaedre^ ou un octaedre, ou an 
caMre, ob nn ieoaaMre, deax aommeta aeront loa extrcnitda d*aa 
diamt^tre menö par le nentre du poljAdr«, Lea BBtrea aotaiiBctt 
tiendront k denx trianß:le.s ^qnitat(^raux , ou h un seul rarr«^, ou ä 
triangles ^quilateraux et ä deux hexagone^ regulier«, ou enfin k 
pentagonea reguliera, doBt lea pkins sefont perpendiculaires au di 
doat il a*«git. 

En partant de ces remar^nea, on di^montrera sans peine une re 
curieiiHe qu'ont entre eux les trois polyedres dans lesqiicis trois 
•boatissent ä chaque soinmet, savoir, le tdtracdre, Thexaedre 
daddeaMre rdguliera. Cette relntion eal exprimee par le thdortna i 

3^ Thcor6nie. Les sonimets de iliexa^dre ou du dod^caedre 
lier aoni aa mdme tempa l«i aoaimeta de deaz aa de eiaq titr 
v^galiera« 

Canclij fügt Boch liiim: 

Cm ddplneement ddtermiBd 'd^iin polyMre rdgBlIer (AnrnaBt anto 
Bon centre peüt tnnjoiirf} ^tre conaid^r^ romnie le r<^snltnt de trois d 
cementfl Kuccessif^ dont chacnn scrait produit par un rauuvement d 
tatiou du puiyedre autour de Tun dea raj^ona vecteura nien^s du 
aoa aoaunate« ' . \> .. • .sfc 
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